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Drei Briefe von C. F. Gauss an Joh. von Müller. 

Herausgegeben von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt. 



Uie folgenden drei Briefe*) von C. F. Gauß (aus dem Jahre 1808) 
an den berühmten Geschichtsschreiber Joh. v. Müller, den damaligen General- 
direktor des Unterrichts für das neue Königreich Westphaien, bieten so 
viel des Interessanten, daß ihr Abdruck in mehr als einer Beziehung 
gerechtfertigt erscheint. Namentlich der erste, zugunsten Besseh ge- 
schriebene Brief zeigt Gauß in seinem Eifer für die Wissenschaft von der 
liebenswürdigsten Seite und ergänzt seine Verwendungen für junge auf- 
strebende Genies, wie Abel, Dirichlet, Jacobi, Eisenstein und andere in 
schönster Weise. 

Darmstadt, 10. IX. 1905. 

S. Gundelfinger. 

1. 

An dem Tage, wo mir das Glück zu Theii ward, Ewer Exzellenz 
meine unbegrenzte Verehrung zu bezeigen, eröffneten Sie mir die frohe Aus- 
sicht, daß alle meine auf das Beste der Wissenschaft, die das Glück meines 
Lebens ausmacht, abzweckenden Wünsche, stets bei Ihnen warme Theil- 
nahme und kräftige Unterstützung finden werden. Eine Gelegenheit, dieser 
Wissenschaft ein^n großen, einen sehr großen Dienst zu leisten, bietet sich 
jetzt dar. Vertrauensvoll nahe ich mich der edlen Stütze deutschen Geistes- 



*) Der Abdruck ist durch die Güte des Vorstandes der Stadtbibliothek zu Schaff- 
hausen, wo sich die Originale belinden, ermöglicht. 
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werthes mit einer Bitte, nicht für mich, nicht von persönlichen Rücksichten, 
sondern einzig vom reinsten Eifer für die Wissenschaft veranlaßt, mit einer 
Bitte, deren Erfüllung mir so theuer seyn wird, als das Gelingen der 
glänzendsten Entdeckung. 

Deutschland besitzt einen jungen Mann, dessen höchst ausgezeichnete 
Talente für die mathematischen und astronomischen Wissenschaften zwar 
dem großem Publikum nicht sehr bekannt sind — um dessen Beifall pflegen 
sich solche Köpfe nicht zu bewerben — wol aber den Kennern. Schon 
haben wir mehrere Proben davon, Arbeiten, von denen ich mit ebenso viel 
Vergnügen, als inniger Überzeugung erkläre, daß keiner der ersten heutigen 
Geometer und Astronomen sich ihrer als eigner Arbeiten schämen würde. 
Ich selbst habe vor einem Jahre dieses junge Genie persönlich kennen 
gelernt, und bin gewiß, daß er einer der vornehmsten Stammhalter der er- 
habenen Wissenschaft, eine Zierde in den Annalen unseres Jahrhunderts seyn 
wird. Es ist Herr Friedrich Wilhelm Bessel, jetzt Inspektor der Schröterschen 
einst nach Göttingen kommenden Instrumente in Lilienthal bei Bremen. 
Und dieses seltene Talent, dessen gleichen jedes Jahrhundert nur wenige 
hervorzubringen sich gefällt, und welches sich jetzt in einer seiner noch 
weiteren Entwickelung sehr günstigen Lage befindet, ist jetzt in Gefahr, 
aus dieser Sphäre gewaltsam gerissen zu werden: die Urania ist in Gefahr 
einen ihrer würdigsten Lieblinge zu verlieren. 

Herr Bessel ist Sohn des ehemaligen Justizrathes Bessel, jetzt ersten 
Greffier beim Tribunal in Minden im Weserdepartement, und jetzt erst im 
24. Jahre, also dem Buchstaben der Gesetze zufolge der Conskription unter- 
worfen. Also gerade der Umstand, welcher die einem solchen Talente ge- 
bührende Achtung noch erhöhet, sollte die Ursache seiner Hemmung werden! 
Der Genius der Wissenschaften möge es verhüten! Mit der größten Be- 
stürzung habe ich heute die Nachricht von dieser drohenden Gefahr erhalten: 
nur die Hoffnung, daß sie durch unsern großherzigen Vertreter werde ab- 
gewandt werden können, vermag mich zu beruhigen. 

In der That, wenn ein Bessel von der Conskription eximirt wird, so 
ist dies kaum als eine Ausnahme anzusehen. Denn dreist kann man die 
ganze Westphälische Jugend aufrufen und fragen, wie viele von Euch 
können sich mit einem Bessel in Eine Kategorie setzen? 

Man hat eine Auskunft gefunden, um die geschicktesten Arbeiter bei 
den Salinen und Bergwerken ihren Beschäftigungen zu erhalten. Sollte die 
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Astronomie, die etwas noch edleres als Salz und Gold zu Tage fördert, 
vergebens um Eine ähnliche Begünstigung bitten: Die Astronomie selbst 
sage ich, denn ich bin gewiß, daß alle Astronomen Europens, die Bessete 
Werth kennen, ihre Bitte mit der meinigen vereinigen würden, wenn sie die 
Gefahr kennen, in der Bessel schwebt 

Welch eine Ermunterung für die Verehrer der Wissenschaft würde 
es seyn, wenn diese dringenden Gründe hinreichten, ein so ausgezeichnetes 
Verdienst seiner Bestimmung zu erhalten. Bei Herrn Bessel kommt noch 
der Umstand hinzu, daß er als (besoldeter) Inspektor der Göttingen ange- 
hörenden und nur auf Lebenszeit bei ihrem bisherigen Besitzer bleibenden 
Instrumente gewissermaßen als eine in K. Westphälischem Dienste stehende 
Person betrachtet werden muß. 

Mit dem heißen Wunsche, bald über diese wichtige Angelegenheit 
einige Beruhigung zu erhalten, verharre ich mit unbegrenzter Ehrfurcht 

Ewer Exzellenz 

unterthänigster Diener 

Göttingen, den 15. Julius 1808.*) Carl Friedrich Gauß. 

N. S. Dürfen wir uns wol bald Hoffnung machen, uns im Besitz 
der uns von der Huld Sr. K. Maj. geschenkten Instrumente zu sehen. 

2. 

Ewer Exzellenz 

haben in einem vor einigen Wochen an den Herrn Prorektor der hiesigen 
Universität erlassenen Rescript befohlen, daß diejenigen hiesigen Professoren, 
die noch mit dem Antrittsprogramme im Rückstände sind, solches binnen 
einer festgesetzten Frist abfassen möchten. Da auch ich mich noch in 
jenem Falle befinde, so habe ich sofort geeilt, alle die Stunden, wo eine 
ziemlich ernsthafte Krankheit — von der ich erst jetzt mich zu erhohlen 
anfange, mir Arbeit erlaubte, dazu anzuwenden, einen mir zu einer solchen 



*) Man vergl. zu diesem Datum „Briefwechsel zwischen Gauß und Bessel"; 
herausgegeben auf Veranlassung der K. Preuß. Akad. der Wissenschaften. Leipzig 1880. 
Brief Nr. 37. 
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Gelegenheitsschrift passend scheinenden Gegenstand, der auch für die Astro- 
nomen nicht ohne Interesse seyn wird, zu bearbeiten. Dieses Geschäft ist 
mir umso angenehmer gewesen, da ich von der Nützlichkeit dieser Sitte, 
welcher auch die exakten Wissenschaften manche lehrreiche und interessante 
Erörterung verdanken, überzeugt bin, und also schon aus wissenschaftlichem 
Interesse wünschen muß, daß dieselbe auch künftig stets in Ehren gehalten 
werden möge. Meine kleine Abhandlung ist nun bereits so weit fertig, daß 
sie nur noch einmal abgeschrieben werden braucht, um dem Druck über- 
geben werden zu können. Ich bitte also Ewer Exzellenz unterthänigst um 
die Erlaubnis, solche zugleich mit Anzeige meiner Vorlesungen für das 
Winterhalbjahr drucken zu dürfen, und dann solche als Stellvertreterin wegen 
des bei meinem Antritt nicht erschienenen Antritts-Programms gelten zu 
lassen, indem jetzt, da ich schon im dritten halben Jahre im Amte bin, der 
Name Antrittsprogramm nicht mehr passend seyn möchte.*) 

Aus gleichem Grunde dürfte nun auch die Formalität einer lateini- 
schen Antrittsrede nicht mehr an ihrem Platze seyn, und ich wage es, Ewer 
Exzellenz um Dispensation von jener unterthänigst zu bitten. Ein wichtigerer 
Grund indeß, der mich zu diesem Wunsche veranlaßt, ist der Umstand, daß 
ich, seit langer Zeit ganz aus der Übung gekommen, in der Sprache der 
alten Römer über etwas anderes als streng wissenschaftliche Gegenstände 
zu schreiben, jeuer nicht mächtig genug bin, um den Forderungen Ge- 
nüge zu leisten, die man an den macht, der als Redner auftritt. Ich 
schmeichle mir, daß Ewer Exzellenz dieses freimütige Geständniß meiner 
Schwäche in Ansehung einer Fertigkeit nachsichtsvoll aufnehmen werden, 
die von dem Gegenstande meiner Beschäftigungen so sehr entfernt liegt, 
von der Gebrauch zu machen ich sonst nie Veranlassung habe, und welche 
mir zu erwerben ich eine Zeit hätte aufopfern müssen , die ich zweck- 
mäßiger auf andere Beschäftigungen wenden zu können geglaubt hatte. — 
So gern man allgemein wichtige und interessante Wahrheiten in den klassi- 
schen Tönen Latiums aus dem Munde eines Heyne hört, und sich dadurch 
erwärmt fühlt, so wenig deucht mir, können solche Zwecke erreicht werden, 
wenn der Zuhörer stets bemerken muß, daß Mangel an Gewandtheit in 
der Sprache dem Gedanken Fesseln angelegt hat. Wenn also selbst die 



*) Gauß spricht hier von der Abhandlung: „Methodus peculiaris elevationem poli 
determinandi«. Vgl. Werke VI, S. 68 ff.; S. 129ff. und S. 141 ff. 
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Abfassung einer schlechten Rede mich einen großen Aufwand von meiner 
Zeit kosten würde, von der ich alle Mußestunden auf wissenschaftliche 
Arbeiten zu verwenden gewohnt bin, so hoffe ich um so eher, daß Ewer 
Exzellenz mich davon freisprechen werden, da Sie Selbst, wenn ich Ihr 
Rescript recht verstanden habe, das Programm für das Wesentlichere zu 
halten scheinen. 

Ewer Exzellenz bin ich noch den wärmsten Dank schuldig für die 
Güte, womit Sie meine Verwendung für den vortrefflichen jungen Astro- 
nomen Bessel in Lilienthal aufgenommen haben. Wahrscheinlich wird er 
selbst nicht verfehlt haben, Ihnen seinen Dank dafür darzubringen und Ihnen 
anzuzeigen, daß das Loos ihm diesmal günstig gewesen ist. 

Ich kann dieses Schreiben nicht schließen, ohne zugleich Ewer 
Exzellenz unsre hiesige astronomischen Anstalten zu empfehlen, und für sie 
um die Fortdauer der gewogenen Gesinnungen zu bitten, die Sie bei Ihrem 
Hiersein so gütig äußerten. In diesem Augenblicke ist es freilich der Zeit- 
punkt nicht, wo die Früchte von einer liberalen Begünstigung der Astro- 
nomie sich in ihrem ganzen Glänze zeigen können. Die Anzahl der jungen 
Männer, die sich den exakten Wissenschaften widmen, ist jetzt freilich klein, 
allein dies ist leicht erklärlich, der größte Theil des Auslandes ist gewisser- 
maßen verschlossen, und die Söhne Deutschlands, wo man jetzt nur darauf 
denkt, die vom Krieg geschlagenen Wunden zu heilen, müssen sich meistens 
nur auf das Notwendigste einschränken. Indessen auch jetzt sind doch 
immer einige da, die mit Erfolg in jenen Wissenschaften arbeiten; auch jetzt 
haben wir schon Proben, die zeigen, wie in Zukunft bei bessern Zeiten die 
Astronomie zu Göttingens Glänze beitragen wird, wenn die Regierung in 
ihrer Unterstützung nicht ermüdet. Ich erlaube mir, ein solches Beispiel 
anzuführen. Ein junger Mann aus dem Holsteinischen, Doktor der Rechte,*) 
der aber diese aus unwiderstehlicher Neigung mit Mathematik und Astronomie 
vertauschen will, zu denen er ein bereits dokumentirtes ausgezeichnetes Talent 
hat, hat von der dänischen Regierung eine ansehnliche Unterstützung er- 
halten, um sich im Auslande dafür vollends auszubilden. Er war Willens 
gewesen, nach Paris zu gehen, um unter La Lande zu arbeiten, der ihn schon 
kannte und bei sich aufnehmen wollte. La Lande ist tot. Er glaubt jetzt, 



*) H. C. Schumacher. Cfr. Briefwechsel zwischen C. F. Gauß und H. C. Schu- 
macher. Herausgegeben von C. A. F. Peters, Bd. I, 1860, S. 4—5. 
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seinen Zweck am besten in Göttingen zu erreichen, and wird bald zu mir 
kommen. Ich weiß nicht, ob dieser junge Mann eine zn vorteilhafte Meinung 
von mir hat: es leidet keinen Zweifel, daß unsre alte Sternwarte mit denen 
in Paris von ferne keine Vergleichung verträgt: aber ebenso gewiß bin ich, 
daß, wenn die neue Sternwarte hier vollendet, und dem Plane gemäß aus- 
gerüstet wird, wir solche Beyspiele aus allen Theilen Europens haben werden, 
und daß ich von meiner Seite alles thun werde, damit die, die zu uns kommen, 
ihre Rechnung finden. 

Mit unbegrenzter Verehrung 

Ewer Exzellenz 

Göttingen, den 21. Oktober 1808. untertänigster Diener 

C. F. Gaufi, 



3. 

Indem ich Ewer Exzellenz für Ihr gütiges Schreiben und die Frei- 
sprechung von der lateinischen Antritts-Rede meinen unterthänigen Dank 
abstatte, eile ich zugleich, Ihnen das vor einigen Tagen aus der Presse 
gekommene Programm vorzulegen. Da der darin abgehandelte Gegenstand 
sich auf eine Aufgabe bezieht, von der besonders in der nautischen Astro- 
nomie mit Nutzen Gebrauch gemacht werden kann, und S. Königl. Majestät 
vielleicht an dieser noch ein besonderes Interesse nehmen, so würde ich es 
wagen, Ewer Exzellenz zu bitten, das eine Exemplar Namens meiner 
Sr. Majestät zu Füßen zu legen, wenn ich wüßte, daß dies nicht un- 
schicklich wäre. 

Die Hoffnung, die Ewer Exzellenz mir in Ansehung der Fortsetzung 
des neuen Baues der Sternwarte geben, hat meinen Muth neubelebt: aller- 
dings würde es höchst unzweckmäßig seyn, auf die Anschaffung von 
solchen Instrumenten, die wir ohnehin einst aus Lilienthal zu erwarten 
haben, Kosten zu verwenden. Ich hoffe in Kurzem im Stande zu seyn, 
Ihnen nebst der Übersicht des Brauchbarsten, was wir schon hier haben, 
zugleich ein Verzeichniß dessen zu schicken, was wir einst von Lilienthal 
bekommen. Unsre Universität hat zwar kein Inventarium, ja so viel ich 
weiß auch nichts Schriftliches über den Schenkungsakt aufzuweisen, gewiß 
aber müssen diese Urkunden sich in Hannover befinden, und es wird nicht 
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schwer seyn, von Kassel aus dieselben zn erhalten, falls man dies für 
nöthig halten sollte. Ein vollständiges Verzeichnis der Instramente hoffe ich 
indeß, wie gesagt, doch bald Ihnen vorlegen zn können. 

Ewer Exzellenz Theilnahme an meinem Gesundheitszustande hat mir 
sehr wol gethan; ich bin jetzt ziemlich wiederhergestellt. 

Mit der innigsten Verehrung 

Ewer Exzellenz 

unterthänigster Diener 

'" -■■■■"■■' . C. F. Gauß. 
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Über simultane lineare Differentialgleichungen, 

Von Herrn L. W. Thomi in Greifswald. 



JNachdem von dem Verfasser in einer Reihe von Abhandlungen in 
diesem Journal die einzelne lineare Differentialgleichung, besonders diejenige 
mit ein- oder mehrwertigen algebraischen Koeffizienten behandelt worden ist, 
werden in dieser Arbeit simultane lineare Differentialgleichungen untersucht. 

Für die Integration der einzelnen homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Funktionen als Koeffizienten war das Vorbild die 
Integration der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe, wobei 
die Ausdrucke der Integrale aufgestellt werden, welche das Verhalten der- 
selben in der Umgebung der singulären Punkte charakterisieren, und 
wobei die linearen Relationen unter den Integralen ermittelt werden, welche 
den Übergang derselben von einem singulären Punkte zu einem anderen 
ausdrücken. 

Wenn in eine homogene lineare Differentialgleichung mit gegebenen 
Konstanten in den rationalen Koeffizienten eine automorphe Funktion zur 
Darstellung des Gesamtgebietes der unabhängigen Variabein eingeführt wird, 
so entspricht dieselbe Substitution allen solchen Differentialgleichungen mit 
denselben singulären Punkten. Über die Natur der Exponenten der Inte- 
grale bei den singulären Punkten erhält man hierbei keinen Aufschluß. 
Die Darstellung eines Systems linearunabhängiger Integrale als Funktionen 
der unabhängigen Variabein in der automorphen Funktion enthält die Be- 
vorzugung eines Systems solcher Integrale vor allen anderen, die bei den 
singulären Punkten auftreten. 

Was simultane lineare Differentialgleichungen angeht, so ist die allge- 
meine Form der Integrale bei einem singulären Punkte und der besondere 
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Fall, wenn dort die Integrale regulär sind, direkt untersucht worden von 
den Herren Sauvage (Annales de Tecole normale seit 1886, Theorie g£n£rale 
des Syst^mes d'^quations diff. lin. et homog. Paris 1895); G?~ünfeld (Wiener 
Akad. Berichte 1888); Königsberger (Lehrbuch der Differentialgleichungen, 
1889); Hörn (Math. Annalen Bd. 39, 40; 1891, 1892); Schlesinger (dieses 
Journal Bd. 128; 1905). 

In der vorliegenden Abhandlung wird, um reguläre und irreguläre 
Integrale zu behandeln, die Untersuchung von simultanen linearen Diffe- 
rentialgleichungen in der Richtung geführt, daß die Integration derselben auf 
diejenige einer einzelnen linearen Differentialgleichung zurückkommt. 



1. 



Aufstellung der simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen. 

Die simultanen Differentialgleichungen seien in der Anzahl m vor- 
handen und von der Form 



(i) 



dy 



dx 

du 
dx 



f l Q/,u,...z), 



^: = f2(y> u >-~ z ), 



wo 



(2.) 



£ = /-&>">•••*)* 



f r (y,u,...z) = a rl y + a r2 ?/ + ••• + a rm z 



(r=l,. 



ist. Die Koeffizienten a„ hängen von x ab und sollen zunächst in einem 
einfach zusammenhängenden Gebiete von x betrachtet werden, wo dieselben 
einwertige und, abgesehen von einzelnen Punkten, stetige analytische Funk- 
tionen sind. Diese Koeffizienten können rationale Funktionen von x sein 
oder von der Form 



(3.) 



wo H(x, s) ein ganzer rationaler Ausdruck von x und der irreduktibeln 

ganzen algebraischen Funktion s ist, K(x) eine ganze rationale Funktion 
von x. 
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Eine Lösung der simultanen Differentialgleichungen (1.) sei 

(4.) y„u r ,...z r . 

Es gelten bei beliebigen Koeffizienten a n folgende bekannte Sätze: 

Wenn m solche Lösungen vorhanden sind für r=l, ...w, daß deren 
Determinante nicht verschwindet — Fundamentalsystem — , so tritt jede 
Lösung der Differentialgleichungen unter der Form auf 



(5.) 



y=*Ciyi + c-xy 2 + - + c m y mJ 
u = c l u l + c 2 u 2 + - + c m u mJ 

z = c x Z i + C 2 Z 2 + " • • + c m z m , 



wo die c Konstanten sind. Bei einem Fundamentalsystem kann ein Gleichungs- 
system (5.), worin die linken Seiten Null und die c Konstanten sind, die 
nicht alle verschwinden, nicht bestehen. Und umgekehrt, besteht in keinem 
Teile eines Gebietes ein solches Gleichungssystem unter den m Lösungen, 
so ist die Determinante nicht identisch Null. Denn wenn sonst zuerst eine 
r-reihige Unterdeterminante nicht identisch Null wäre, etwa die aus den 
r ersten Horizontal- und Vertikalreihen, so würden in einem Teile des Ge- 
bietes die Gleichungen (5.), worin die linken Seiten Null und c r+1 bis c m 
von Null verschiedene Konstanten sind, bestehen. Durch Differentiation der 
r ersten Gleichungen (5.) ergibt sich dann vermittelst der r ersten Gleichungen 
(1.) und der Gleichungen (5.), daß auch c x bis c r Konstanten sein mußten. 



2. 

Zusammenhang von m simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen 
mit einer homogenen linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung. 

I. Aus den m simultanen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) folgt durch 
Differentiation: 
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Nun sei 

(5-) KQ/, u, ... z) = b r y + A rt u+»- + A t>m _ l 2 

gesetzt, wobei f I = / f 1 . Es besteht also das Gleichnngssystem 

(6.) %ir=*bry+A rl u + :- + A rim _ l z. 

Ans demselben folgt 

d.v 



(70 



-j^ — hy A u ...A Xm _ x 

^--bv A A 

d"*y k a a 

JZZ "" Ö m# Aul ••• ^m,m-l 



= 0. 



Jetzt wird die Voraussetzung gemacht, daß die Determinante D 

A n ... /L, w _ j 

^21 • • • ^2, «—1 



(8.) 



D = 
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(r=l,...m) 



(r=l,...m> 



"m— 1 , 1 • • • "m— 1 , w— 1 

nicAf identisch verschwindet. 

Dann ergeben sich ans den m — 1 ersten Gleichungen (6.) die 
m — 1 Variabein ?* bis s unter der Form 



(9.) 



1 ( 7 ,/ ^i ^7 d"" 1 »! 



(r=l,,..m-l) 



worin die Koeffizienten von y, ^ bis , _ x als Funktionen von x aus- 
gedrückt sind. In einer beliebigen Lösung #, w, ... z der Differential- 
gleichungen Nr. 1 (1.) ist wegen der m— 1 ersten Gleichungen (6.) und 
der über D in (8.) gemachten Voraussetzung y nicht identisch Null. Jede 
Lösung der Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) tritt nun unter der Form auf: 
y und die m — 1 Ausdrücke (9.), wo y ein Integral der homogenen linearen 
Differentialgleichung w-ter Ordnung (7.) ist. 
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Und umgekehrt: y sei ein Integral der Differentialgleichung (7.) und 
die m — 1 Funktionen u bis z seien durch die Ausdrücke (9.) oder damit 
gleichbedeutend durch die m — 1 ersten Gleichungen (6.) gegeben. Dann 
ist wegen (7.) und (8.) auch die m-te Gleichung (6.) erfüllt. Nun folgt durch 
Differentiation der ersten Gleichung (6.) gemäß (2.), ferner durch Differentiation 
der zweiten Gleichung (6.) gemäß (3.) usw.. 



(10.) 






4, 



rf 2 



K-,.(£-/0+---+4--...-.(£-/'.)=o 



Hieraus ergibt sich die 2. bis w-te Differentialgleichung Nr. 1 (1.). 

IL In I war der Ausgang von den simultanen Differentialgleichungen 
Nr. 1 (1.) genommen und gezeigt, daß die Integration derselben auf die der 
Differentialgleichung (7.) zurückkommt, vorausgesetzt, daß die Determinante 
T) (8.) nicht identisch verschwindet. Jetzt soll unter derselben Voraussetzung 
der Ausgang von der Differentialgleichung (7.) aus gemacht werden. Es sollen 
die wi— 1 Ausdrücke (9.) oder damit gleichbedeutend die m— 1 ersten 
Gleichungen (6.) gegeben sein; dann besteht auch die iw-te Gleichung (6.). 
Und nun sollen die simultanen Differentialgleichungen Nr. 1(1.) hergeleitet 
werden. 

Es folgt durch Differentiation der ersten Gleichung (6.) gemäß der 
zweiten (6.), ferner durch Differentiation der zweiten Gleichung (6 ) gemäß 
der dritten (6.) usw. 



(ho > 



d F. , , >. . i du , A dz „ , N 

-3T- + *i ** + A » 3J + - + 4.-. dx = h(!/,u,...z), 
45 +!>> F l + A» £4...+ ^.-, £ = *' jC y,«,...*), 



^ + b m - i F l + A m _ i ^ + .-.+ A m _ Um _ l £ = F m (y,u,...z). 



[ dx 



dx 



du dz 

Hieraus ergeben sich , bis -r~ unter der Form Nr. 1 (1.). 
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Und umgekehrt: Ist die erste Gleichung (6.) und sind die m — 1 
Gleichungen (11.) erfüllt, so folgen daraus gemäß (1.) bis (5.) die m Glei- 
chungen (6.) und die Differentialgleichung (7.). 

III. Der Differentialausdruck in (7.) sei auf die Form 



(12.) 



c-ir«J>{S+*£ä+"+™} 



gebracht. Wenn die (m — l) 2 Elemente in D, die Größen Ä n bis A m . n 
beliebig genommen sind, sodaß D nicht identisch verschwindet, ferner die b x 
bis 6 m _! Nr. 2 (6.) und die Koeffizienten p x bis p m beliebig vorgeschrieben 
sind, so sind die m Größen £„„ A ml bis A m >m-l in (7.) eindeutig bestimmt, 
sodaß der Differentialausdruck in (7.) mit (12.) übereinstimmt. Der Aus- 
druck in (7.) zerfällt in 



(13.) 



dx ll ••• A i.'*-i 



\-y 



d m \f * * 

ax ' 



1^1 '1|I -.^l,m-l | 

i : ' I 

*/« "m,l ••• "in, vi— 1 : 



Wird der Koeffizient von y gleich (— l) m ^ 1 Dp ln gesetzt, so ist b m bestimmt, 
nachdem A ml bis A m %m _ l bestimmt sind. Letztere Größen seien durch q x 
bis p m _i bezeichnet. Nun ergibt sich für ( k —l) m+l Dp m ^ 9 die Determinante 



i^n •••^i,«-i 



I 



(14.) (-1)« 



"11 ••• "I.mi— I 



1 A 4 ! A A 

__ 1\l + «i a - , ' lt " ^- 1 '»— 1 _/ 1V4 |^-l,l---^a-l,m-l 



J 4 

! ",i + l, 1 ••• "^a + l, in— 1 J 

I • 

1 : I 



(- 1)" 



! "m— 1,1 ••• "m-l,m— 1 ' 



In der Determinante D sei der Koeffizient von A ik durch a ik bezeichnet, so 
folgt aus (14.), daß 

(15.) (- 1)'" \ff x a al + p 2 a a2 + ... + <,„_, a. tm ^\ = (- 1)'" +1 Dp m _ a 

wird. Die Determinante der a ist gleich D' n ~ 2 , daher von Null verschieden. 
Also ergeben sich aus (15.) die Größen p, bis (> w _, eindeutig. 
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3. 

Die homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung, auf welclie die 
m simultanen linearen Differentialgleichungen zurückkommen. 

Die Integration der m simultanen linearen Differentialgleichungen 
Nr. 1 (1.) war auf die Integration der homogenen linearen Differential- 
gleichung m-ter Ordnung Nr. 2 (7.) zurückgeführt, wenn die Determinante D 
Nr. 2 (8.) nicht identisch verschwindet. Alsdann tritt jede der m— 1 Funk- 
tionen u his z unter der Form Nr. 2 (9.) auf. Ein solcher Ausdruck 
für u sei 

ei.) u=roy+rt ^ + ... +rm _ 1 ^ i . 

Aus demselben ergibt sich durch Differentiation, indem die Ableitungen von y 
höherer als (m — l)-ter Ordnung vermittelst der Differentialgleichung Nr. 2 (7.) 
durch diejenigen niedrigerer Ordnungen ausgedrückt werden 

Die Determinante der Größen y (1.) und y (r) (2.) (r=l,...ra — 1) sei durch 
D(y) bezeichnet Nun werden für y m linearunabhängige Integrale der 
Differentialgleichung Nr. 2 (7.) genommen y x bis y m , die Determinante der- 
selben und ihrer ra— 1 ersten Ableitungen sei D(y). Die aus (1.) durch 
Einsetzen von y x bis y m hervorgehenden Funktionen seien u x bis u nn die 
Determinante derselben und ihrer ra — 1 ersten Ableitungen sei D(u). Es ist 

(3.) D(u)=^D( r )D(y). 

D(y) ist nicht identisch Null. Wenn dasselbe mit Dfy) der Fall ist, so al$o 
auch mit D(u) und umgekehrt Dann sind die Integrale u t bis u m linear- 
unabhängig. In der Differentialgleichung 

(4.) ^/aÖf»«» •••*) 

können alsdann die Koeffizienten o,,, a^ bis a 2m nicht alle Null sein, das 

du 

heißt, die Gleichung kann sich nicht auf T - = a 22 u reduzieren. 
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Ans den m simultanen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) sei nun in 
derselben Weise, wie die Differentialgleichung Nr. 2 (7.) für y entstanden 
ist, eine solche für u hergeleitet Die Determinante, welche alsdann der 
Determinante Nr. 2 (8.) entspricht, enthält in der ersten Horizontalzeile 
Elemente, die nicht alle Null sind, und diese Determinante kann nicht 
identisch Null sein, weil sich sonst vermittelst Unterdeterminanten derselben 
aus den Gleichungen, welche den in Nr. 2 (6.) entsprechen, für u eine 
homogene lineare Differentialgleichung niedrigerer als m-ter Ordnung her- 
leiten ließe, während m linearunabhängige Integrale u x bis u m vorhanden sind. 

Wenn also die Determinante D (y) in (3.) nicht identisch Null ist, 
so erhält man für u eine homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ord- 
nung entsprechend derjenigen, die in Nr. 2 für y hergeleitet ist. 

Die Differentialgleichung für u> welche auf dem Zusammenhang von 
u mit y (1.), (2.) beruht, wenn D (y) nicht identisch verschwindet, ist in der 
Abhandlung des Verfassers Bd. 122 dieses Journals Nr. 2 näher untersucht. 
Die Koeffizienten a rX in den simultanen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) 
seien rationale Ausdrücke von x oder algebraische der Form Nr. 1 (3.). 
Dann ergibt sich aus Nr. 2 (9.), daß die Koeffizienten y in (1.) auch Aus- 
drücke derselben Art sind. Der Ditferentialausdruck für y in Nr. 2 (7.) sei 
auf die Form gebracht, daß der Koeffizient der höchsten Ableitung gleich 1 
ist, alsdann durch F„ t (y,x) bezeichnet, ebenso sei der Differentialausdruck 
für u auf eine solche Form gebracht und durch G m (u,x) bezeichnet. 

Die Koeffizienten a rl in Nr. 1 (1.) seien rational. Nun besteht gemäß 
Abhandlung Bd. 122 dieses Journals Nr. 2, IV zwischen F m (y,x) und 
G m (u,x) folgende Beziehung: 

l*tF m (y,x) ein regulärer Differentialausdruck, so auch G m (u,x), und 
ist der eine Ausdruck ein normaler, so auch der andere mit demselben 
determinierenden Faktor. 

Ist F m (y ? x) durch ein System normaler Differentialausdrucke dar- 
stellbar, so auch G m (u 9 x) durch ein solches System, welches ebenso viele 
Bestandteile wie das erste hat, und worin jeder Bestandteil dieselbe Ordnung 
und denselben determinierenden Faktor hat, wie der Bestandteil, der in dem 
System von F m (y,x) an derselben Stelle steht.*) 

*) Bemerkung: Der in diesem Journal Bd. 124, S. 117 von Herrn Landau 
angegebene Satz über Zerlegung eines homogenen linearen Differentialausdruckes ist, wenn 
die Koeffizienten ein- oder mehrwertige algebraische Funktionen sind, in einem allge- 
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Die Koeffizienten a r9 mögen die algebraische Funktion s enthalten 
Nr. 1 (3.)« Dann gilt die der vorhin genannten Beziehung entsprechende 
zwischen F m (y,x) und G m (u,x), wenn F m (y,x) durch ein System im Be- 
reiche s normaler Differentialausdrucke darstellbar ist (Abhandlung Bd. 122 
S. 20 dieses Journals) und auch wenn F m (y, x) durch ein System verall- 
gemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrucke sich darstellt 
(Abhandlung Bd. 123 S. 86 dieses Journals). 



4. 

Die Integrale der simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen, 

I. Unter der Voraussetzung, daß die Determinante D Nr. 2 (8.) nicht 
identisch verschwindet, waren nach Nr. 2 die vollständigen Integrale y, u 
bis z der simultanen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) gegeben durch y 
und die m — 1 Ausdrücke Nr. 2 (9,), wo y das vollständige Integral der 
homogenen linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung Nr. 2 (7) ist. 

m linearunabhängige Integrale von Nr. 2 (7.) seien 2/1,3/2 bis y m . Die 
aus Nr. 2 (9.) für u bis z hervorgehenden Funktionen seien bezüglich u^ti^ 
bis u m usw. z l} z 2 bis z m . Die Determinante dieser m 2 Funktionen ver- 
schwindet alsdann nach Nr. 1 nicht identisch. Ferner ergibt sich aus Nr. 2, 
daß diese Determinante gleich ist der Determinante der Funktionen y n y a 
bis y m und ihrer m — 1 ersten Ableitungen, — dieselbe sei durch D (y) be- 
zeichnet, — multipliziert mit der Größe 

j *11 ••• *I,ro— 1 

(1.) i i 

i Im— 1,1 ••• Im— l,Mi— l 

Letztere ist gemäß den m — 1 ersten Gleichuugen Nr. 2 (6.) gleich -. . 
Also ist die Determinante 4 des Fundamentalsystems 



1 

Jjm-X 



(2.) J = ^l 



meineren Satze enthalten, welcher für den Fall, daß der Differentialausdruck durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, in der Abhandlung des Verfassers 
Bd. 96 S. 221 dieses Journals bewiesen ist; dieser Reweis gilt aber allgemein. (Ver- 
gleiche Bd. 117 S. 206, Bd. 123 S. 84). 
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II. A) Die Koeffizienten a rs in Nr. 1 (1.) seien in einem einfach zu- 
sammenhängenden Bereiche von x einwertige und stetige analytische Funk- 
tionen. Nach dem Fundamentalsatze von Cauchy gibt es dann bei jedem 
Punkte a im Innern dieses Gebietes ein und nur ein System von Integralen 
y, u bis z, welche in einem Bereiche um a einwertige und stetige ana- 
lytische Punktionen sind, und für x = a vorgeschriebene Werte annehmen. 
Indem man bei m solchen Systemen die Determinante der Anfangswerte von 
Null verschieden annimmt, erhält man ein Fundamentalsystem. Wenn man 
für zwei in einander greifende Gebiete von x je ein Fundamentalsystem hat, 
so kann man in einem Punkte des gemeinsamen Gebietes, in dem die Deter- 
minante des Fundamentalsystems II nicht verschwindet, m konstante Koeffi- 
zienten in den linearen Verbindungen der Funktionen dieses Systems so 
bestimmen, daß bezüglich die Werte der Funktionen y bis z des Systems I 
erhalten werden, woraus die Fortsetzung dieser Funktionen hervorgeht. Es 
ergibt sich auf diese Weise bekanntlich der Grundsatz, daß innerhalb eines 
Kreises, in welchem die Koeffizienten a r$ in Nr. 1 (1.) einwertige und stetige 
analytische Funktionen sind, es ein und nur ein System von Integralen y, u 
bis z der simultanen Differentialgleichungen gibt, welche in dem Mittel- 
punkt vorgeschriebene Werte annehmen und innerhalb des ganzen Kreises 
einwertige und stetige analytische Funktionen sind. Das Entsprechende gilt 
für simultane nichthomogene lineare Differentialgleichungen. 

B) Die Koeffizienten a rn in Nr. 1 (1.) seien nun rationale Funktionen 
von x oder mögen die irreduktibele algebraische Funktion s enthalten unter 
der Form Nr. 1 (3.). Singulare Punkte im Endlichen sind die Stellen, in 
welchen die rationalen Funktionen a ri unendlich werden; bei den reduzierten 
Ausdrucken Nr. 1 (3.) die Stellen, in denen die Nenner verschwinden, und 
die Punkte, in denen die Diskriminante von s gleich Null wird. 

Die Differentialgleichung Nr. 2 (7.) sei auf die Form gebracht, daß 
der Koeffizient der höchsten Ableitung gleich 1 ist. Deren singulare Punkte 
im Endlichen sind dann die Punkte, in denen die rationalen Koeffizienten 
unendlich werden, bezüglich wenn die Koeffizienten die algebraische Funk- 
tion s unter der Form Nr. 1 (3.) enthalten, diejenigen, in denen die Nenner 
verschwinden und in denen die Diskriminante von s gleich Null wird. 

Wenn nun in dieser Differentialgleichung Nr. 2 (7.) noch andere 
singulare Punkte im Endlichen vorkommen, als in den simultanen Differential- 
gleichungen Nr. 1 (1.), so können dieselben nach dem in A) angegebenen 
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Grandsatze nur außerwesentliche sein. Und umgekehrt, wenn in den simul- 
tanen Differentialgleichungen andere singulare Punkte im Endlichen vor- 
kommen, als in der Differentialgleichung Nr. 2 (7.) und in den Koeffizienten 
von y und seinen Ableitungen in den Ausdrucken Nr. 2 (9.), so sind die- 
selben in den simultanen Differentialgleichungen außerwesentlich. — 

In einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen 
Koeffizienten oder solchen, die Ausdrücke der Form Nr. 1 (3.) haben, seien 
bei zwei singulären Punkten a und b die Integrale regulär („niedere singu- 
lare Punkte"), a liege im Innern, b auf der Peripherie eines Kreises, außer- 
dem sei kein singulärer Punkt im Innern oder auf der Peripherie. Alsdann 
waren die konstanten Koeffizienten, welche in den Ausdruck eines Integrales 
bei a durch lineare Verbindung der Integrale bei b eingehen, nach Abh. 
Bd. 87 Nr. 4, 10 (vergl. Abh. Bd. 96 S. 260), Bd. 115 Nr. 5, IV dieses 
Journals durch spezielle Ausdrücke hergestellt. Diese Untersuchungen 
bleiben unverändert, wenn außer den niederen singulären Punkten a und b 
noch außerwesentliche singulare Punkte in dem Kreise oder auf der Peripherie 
desselben vorkommen. 

III. Die Herstellung der Integrale der simultanen Differentialgleichungen 
bei den singulären Punkten, der Umgang der Integrale um einen singulären 
Punkt, der Übergang von einem singulären Punkt zu einem andern und die 
allgemeine Fortsetzung, sowie die Wertberechnung der Integrale mit vor- 
geschriebener Annäherung kommt nun auf das Entsprechende bei den Inte- 
gralen der Differentialgleichung Nr. 2 (7.) zurück, welche in die Ausdrücke 
Nr. 2 (9.) einzusetzen sind. Hierdurch gehen die Substitutionen hervor. 

5. 

Die simultanen nichthomogenen linearen Differentialgleichungen. 

Es seien m simultane nichthomogene lineare Differentialgleichungen 
aufgestellt 



(1.) 
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w0 fr (y> u> --- z ) ( r =li ... wi) der Ausdruck Nr. 1.(2.) ist. Die Größen 
J^(; •=!,..; m) sollen solche sein, wie in Nr. 1 der Abhandlung des Ver- 
fassers Bd. 107 dieses Journals Über nichthomogene lineare Differential- 
gleichungen in bezug auf den zweiten Teil einer solchen Differential- 
gleichung vorausgesetzt ist Die Koeffizienten a r$ in den f seien rationale 
Funktionen von x oder sollen rational x und die irreduktibele algebraische 
Funktion s enthalten Nr. 1 (3.)- In letzterem Falle wird auf die allgemeinen 
Betrachtungen in Abh. Bd. 115 Nr. 3 und 4 Bezug genommen. 

I. A) Ein Fundamentalsystem von Lösungen der simultanen homo- 
genen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) sei nach den Angaben von Nr. 2 
aufgestellt: 



(2.) 



2/l» 2/21 ••• Unil 



TT * 



Die Determinante desselben 4 ist nach Nr. 4 (2.) 

(3.) ^=^n. ß<y) = *- A *, 

wo p l der Koeffizient von , m j; t in der Differentialgleichung Nr. 2 (7.) ist, 

welche mit - — -£ — multipliziert sein soll. 

Nach der Methode der Variation der Konstanten erhält man dann die 
Integration der nichthomogenen linearen Differentialgleichungen (1.) bekannt- 
lich in folgender Weise. Es wird 



(4.) 
angesetzt. Hieraus folgt 

(5.) 



y = Ciy l + C i y 2 + - + C m y m , 
ti = C, m, + C 2 ut •+ .- + C m w m , 



z = C\ z x + C 2 Z 2 -\ \-C m 3 m 



-diy^ 



dC u 
dx 



2/m = ^n 



dC. dC m Y 
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(6.) 
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dx ~~ d 



\Z\ ... ^ r — 1 -^m ^r-H • • • *// 



und 



£-/■£'«+*" 



wo A r eine Konstante. Es werde bei f„ = («SüüOi f <=l» 



(8.) 



*. 



=/., 



gesetzt. Dann ergeben sich folgende Integrale von (1.), zu welchen die 
Ausdrucke (4.), in denen die Konstanten k an Stelle der C stehen, zu 
addieren sind: 



(9.) 



n = 2\ u Kf L -*2r dx+ '''+ u »>f I f Xidx )' 



Wird ein Summand in X t herausgenommen und werden die übrigen X gleich 
Null gesetzt, so erhält man zu den bezüglichen Differentialgleichungen (1.) 
durch (9.) Integrale. Jede der Größen X setzt sich nach den gemachten 
Voraussetzungen bei einem beliebigen Punkte >r aus einer endlichen 
Anzahl Funktionen q homogen und linear mit konstanten Koeffizienten 
zusammen, von denen die einzelne Funktion q einen Ausdruck von der Form 
eines Integrales einer homogenen linearen Differentialgleichung hat mit 
Koeffizienten, die in der Umgebung dieses Punktes, abgesehen von dem- 
selben, einwertige und stetige analytische Funktionen sind, und bei welchem 
Integrale die Exponenten in den Potenzreihen in der Entwicklung sich nur 
um ganze Zahlen unterscheiden. Durch Umgang um x t] geht die einzelne 
Funktion q in eine homogene lineare Verbindung mit konstanten Koeffi- 
zienten von den Funktionen q über. 
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B) Die Koeffizienten a r9 in den f r Nr. 1 (2.) seien rationale Funk- 
tionen von #. 

Die Entwicklang der Integrale (9.) bei einem Punkte #b und der 
Umgang der Integrale um diesen Punkt erfolgt nach den Angaben in Abh. 
Bd. 121 Nr. 8, II dieses Journals. Bei dem Übergange von einem Punkte 
zu einem anderen werden die Integrale bei dem einen Punkte ausgedrückt 
durch die Integrale (9.) bei dem anderen, zu welchen die Ausdrucke (4.), 
in denen die C Konstanten sind, hinzutreten. Diese Konstanten sind durch 
Auflösen des linearen Gleichungssystems, dessen Determinante durch (3.) 
gegeben ist, zu bestimmen. Entsprechend ist es, wenn dabei für x eine 
lineare Substitution x = f(ß) eintritt, durch welche für die bei beiden Punkten 
aufgestellten Integralsysteme ein gemeinsames Gebiet der unabhängigen 
Variablen hergestellt wird (Abh. Bd. 96 Nr. 20, Bd. 107 Nr. 3, Bd. 115, 
Nr. 3, 4 dieses Journals). Die Wertberechnung der Integrale bei einem sin- 
gulären Punkte und im Bezirke eines nichtsingulären Punktes erfolgt nach 
Abh. Bd. 107 Nr. 4 dieses Journals. 

C) Die Koeffizienten a r$ in den f r Nr. 1 (1.) seien rationale Ausdrücke 
von x und einer irreduktibelen algebraischen Funktion s Nr. 1 (3.). Dann 
wird nach Abh. Bd. 115 Nr. 3, 4, Bd. 121 Nr. 8, II, III dieses Journals 
verfahren. x 

a) Bei einem Ä-blättrigen Windungspunkte x = a wird (x — «)*=£ 
gesetzt. Die Differentialgleichungen (1.) gehen dadurch über in 

(io.) | = (/' 1 + ^)g,...|=(A-f^)|. 

Die Integrale von (10.), wenn die X gleich Null sind, seien Y i} U t1 ...Z. 
(*=1, ... m). Dieses sind die Integrale Nr. 2 (9.), in welchen dieselbe 

Substitution (x — a) R = £ steht. Eine Lösung der nichthomogenen Diffe- 
rentialgleichungen (10.) geht nun aus den Ausdrücken (9.) hervor,, nachdem 
dort an Stelle von y i ,u i ,...z i gesetzt ist Y„ U { , ... Z { und an Stelle von 
X { dx steht Xi-^d'Q. Dabei geht der Ausdruck von d aus (3.) hervor, worin 

(x — a) R = £ gesetzt ist. 

Die Entwicklung der Ausdrücke (9.) und der Umgang derselben um 
£ = erfolgt nach den Angaben in Abh. Bd. 121 Nr. 8, II dieses Journals. 
Es ist ein einmaliger Umgang in F (/,, ... Z { um £ = 0, gleichbedeutend 
mit einem Ä-maligen Umgang um x = a in y n m,,...^., vorzunehmen. 
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(i) In die in a) genannten von ^ abhängenden Ausdrücke (9.) ist 

nun wieder £ = (x — a) R einzuführen. Ans den erhaltenen Ausdrucken werden 
dann nach den Angaben in Abh. Bd. 115 Nr. 4 dieses Journals die Integrale 
von (1.) bei x=a und den R Zweigen von s, sowie deren Umgang um 
x = a hergestellt Der Übergang von einem Punkte zu einem anderen wird 
entsprechend den Angaben in B) vorgenommen; ebenso die Wertberechnung 
(vergl. Abh. Bd. 121 dieses Journals Nr. 8, III). 

IL Die Integration der m simultanen nichthomogenen linearen Diffe- 
rentialgleichungen (1.) kann aber auch nach dem Verfahren in Nr. 2 auf 
die Integration einer einzelnen nichthomogenen linearen Differentialgleichung 
?n-ter Ordnung zurückgeführt werden. 

Es ergibt sich durch sukzessive Differentiation unter Anwendung der 
Bezeichnungen in Nr. 2 



(13.) 



(14) 



(15.) 



= F 2 (y,u,...z)+Q 2 , 

^ = F 3 (y,u,...z) + F 2 (X l ,X 2 ,...X m ) + d -£ 
= F 3 (y,u,...z) + Q i1 



ö= *»G/> «>...*) +CL. 



Demnach, wenn noch X x = Q, gesetzt wird 

(17.) 
Hieraus folgt 



(18.) 



** = b,y + A rl u + ... + A fm z+Q r . 



"di~"~ l ^~" * •••A,m-l 



d*y 



dx 



da?* 



»"■^y*"^ A n ...^ 2 ,m-l 



~~ "mV— Qm ^ml ••• An,m-1 



= 0, 



(r-l,...m) 
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und es ergeben sich aus den m — 1 ersten Gleichungen (17.) für u bis z 
bezüglich die Ausdrücke, welche denjenigen in Nr. 2 (9.) entsprechen, 

(19.) i{4.y+/ rt ^-Q,) + - + 4,^^3-0}. <— > 

Es folgt ferner, wie in Nr. 2, I, daß auch umgekehrt die Funktion y aus 
(18.) und die Ausdrücke für u bis z (19.) die simultanen Differential- 
gleichungen (1.) erfüllen. 

Die Differentialgleichung (18.) sei auf die Form 

(20.) F m (y,x) = q 

gebracht, wo in dem homogenen linearen Differentialausdruck F m (y,x) der 
Koeffizient von ^-£ gleich 1 ist. Die Ausdrücke Q r (r = 1, ... m) und daher 
auch der Ausdruck q enthalten linear und homogen die X r (r=* 1, ... m) und 
deren Ableitungen mit Koeffizienten, die rationale Ausdrücke der a rs Nr. 1 
(1.) und deren Ableitungen sind. Für die Differentialquotienten der einzelnen 
Faktoren in endlicher Anzahl in den Summanden, aus denen sich ein X zu- 
sammensetzt zufolge der Voraussetzungen, die in Abh. Bd. 107 Nr. 1 dieses 
Journals gemacht sind, erhält man homogene lineare Differentialgleichungen 
mit rationalen Koeffizienten und diese Differentialgleichungen erfüllen wieder 
die a. a. 0. vorausgesetzten Bedingungen. (Vgl. Abh. Bd. 119, S. 147 dieses 
Journals.) Wenn nun die Koeffizienten a r$ in Nr. 1 (1.) rational sind, so 
erfüllt q in (20.) wieder die Voraussetzungen aus Abh. Bd. 107 dieses Journals 
Nr. 1. Es kann also dann auch auf die Differentialgleichung (20.) das in 
Abh. Bd. 107 dieses Journals angegebene Verfahren, die Methode der suk- 
zessiven Integrationen vermittelst integrierender Faktoren, angewandt werden. 
Durch y aus (20.) und die Ausdrücke für u bis z in (19.) werden dann die 
Integrale von (1.) gegeben. — 

In dem Buche des Herrn Forsyth, Treatise on linear differentiai 
equations, London (1902), wird ein Integral einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung mit analytischen Funktionen als Koeffizienten und dem 
Koeffizienten der höchsten Ableitung gleich 1 in einem einfach zusammen- 
hängenden Gebiete, in welchem die Koeffizienten einwertig und stetig sind, 
ein „ sy nek tisch es u Integral genannt. 
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Diese Benennung entspricht dem Namen „synektische Funktion" für 
eine einwertige und stetige analytische Funktion, der seit Cauchy vorkommt, 
dem Urheber der Theorie der (monogenen oder analytischen) Funktionen 
einer komplexen Variablen (Cours d' Analyse, Exercices d'Analyse). 

Da synektische Funktionen als Integrale auch bei den außerwesent- 
lich singulären Punkten der linearen Differentialgleichungen auftreten, so 
könnte man an Stelle des von Herrn Forsyth gewählten Namens die Be- 
nennung anwenden: Integrale in synektischem Koeffizientenbereiche. 
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Anwendung der elliptischen Funktionen auf eine 
geometrische Aufgabe. 

Von Herrn K. Schwering in Köln. 



1. 

In einem Coesfelder Jahresbericht (1881) habe ich die Reihe von 
Kreisen untersucht, welche einem Kreisabschnitt so einbeschrieben ist, daß 
jeder Kreis der Reihe seine beiden Nachbarn, ferner Sehne und Bogen des 
Kreisabschnittes berührt. In dem erwähnten Jahresbericht habe ich die 
Summe der Flächeninhalte dieser dem Kreisabschnitte eingezeichneten Kreise 
bestimmt und durch die #?- Funktion ausgedruckt. Als ich vor einiger Zeit 
die Aufgabe wieder in die Hand nahm, fand ich, daß es vorteilhafter ist, zu- 
nächst die Summe der Umfange dieser Kreise zu bestimmen. Wenn man dann 
die Kreisreihe über die Endpunkte des Segmentes nach außen fortsetzt, erhält 
man andere Kreisreihen, deren Umfang und Inhalt sich sofort angeben läßt, 
wenn man das Argument der elliptischen Funktion um halbe Perioden ver- 
mehrt Die Aufgabe gewinnt durch diesen Umstand die Bedeutung einer 
geometrischen Darstellung des Verlaufes der p- Funktion. Merkwürdig ge- 
staltet sich die Entwicklung, wenn der Kreisabschnitt sich zum Halbkreise 
erweitert. In diesem Falle habe ich die Zahlenrechnung völlig durch- 
geführt. Dabei zeigte sich die ungemeine Wichtigkeit der zweckmäßigen 
Wahl des Periodensystems; und so ergibt sich für die bekannten theoretischen 
Entwicklungen (Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen 
Funktionen, Art. 45) aus unserer Aufgabe ein interessantes Beispiel. Man 
erhält Näherungsformeln von überaus starker Wirkung, welche zugleich die 
Lösung von Grenzfällen darstellen. 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 1. 4 
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Endlich habe ich die frühere Darstellung verlassen und zunächst die 
allgemeine Aufgabe gelöst, welche statt des Kreisabschnittes ein Flächen- 
Stück betrachtet, welches von zwei beliebigen Kreisbogen begrenzt wird. 
Es ergab sich, daß dadurch die Darstellung an Übersichtlichkeit gewinnt 
und die Summe der Flächen aus der Summe der Umfange durch Ableitung 
nach einem Parameter erhalten werden kann. 



Auf einer Geraden OB sei ein Punktsystem K ti , K u K 2l ... gegeben 
nach folgendem Gesetze: 

OK = x iil OK^px», OK 2 =p 2 x„,...OK m =p n x u . 

Ist p eine positive Zahl , p > 1 , so ist das Punktsystem leicht geometrisch 
zu verwirklichen. Wir nehmen zwei Gerade, welche sich in Ü unter dem 
Winkel y schneiden, OB möge diesen Winkel halbieren, und nun möge 




eine Reihe von Kreisen beschrieben werden, von welchen jeder die beiden 
Geraden und den vorhergehenden und nachfolgenden Kreis der Reihe be- 
rührt. Die gemeinsamen Berührungspunkte bilden dann die Punktreihe 
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x ,...x n . Kreisreihe und Punktsystem setzen sich über x hinaus in der 
Richtung auf fort OK_ 1 =p~ 1 x i)} ... OK_ n =p~ n x . Über kann das 
Punktsystem vorläufig nicht fortgesetzt werden. 

InderFiguraufSeite26sei: AB = A0 = 2a, OC=CB = m, AC = k, 
DA = r, m 2 +£ 2 = 4a>, $:EAF=ß, also E'DF' = 2ß, GDE=ß. OE=p n x 0l 
OF=p»+ l x i) , GF' = GE= Qn . 

Der Punkt A mit den kartesischen Koordinaten m,k auf als An- 
fangspunkt bezogen sei nun Augenpunkt einer umgekehrten Abbildung 
(Inversion) mit der Potenz 4a 2 . Die Gerade OB verwandelt sich dann in 
den Kreis AOB, E in B, F in F' und der über EF als Durchmesser be- 
schriebene Kreis der Reihe verwandelt sich in den Kreis um G, welcher 
das Bild der Geraden in den Punkten E und F' rechtwinklig schneidet 
So entsteht eine Kreisreihe, welche den Kreis OAB rechtwinklig schneidet 
Jeder Kreis dieser Reihe berührt seine Nachbarn und auch zwei feste 
Kreise, welche sich in und A schneiden und aus den Berührungsgeraden 
der ursprünglichen Kreisreihe entspringen. Man erhält diese Kreise, wenn 
man durch und A die beiden Kreise legt, welche den Kreis um G be- 
rühren. In unserer Figur würde also die Kreisreihe einer Figur einbe- 
schrieben sein, die einer schmalen Mondsichel ähnlich sieht. 

Setzen wir <§iC AF=a n + 1 , CAE=a nl also ß = a n + l — a % . Dann ist 

lg a% ~ k ' tg ( * n+1 ~ k ' 8 ' "~ k' + (p»a; -m)(p»+*a; — m) 1 

folglich 

____ 2oV(p-l) 

Diesen Ausdruck formen wir um durch die Annahmen: 

x ü = 2a* 2tt , p = e 23 . 

p ist positiv und > 1 , also J positiv, u reell, übrigens willkürlich. Es 
ergibt sich 

a (^ — er 9 ) 



(10 






Die Mitte der Strecke EF nennen wir für einen Augenblick M. Dann ist 
2ME=p"x„(p-i), 20M=p\v ii (p + 1). 
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Der Quotient ist unabhängig von x {) . Nennt man den Winkel der 
gemeinsamen Tangenten der ursprünglichen Kreisreihe y, so ist 

• 7 v — i 7 2l/p 

m r5+T» C08 2=^ft' 

also 

cos| 



m 



Setzen wir nun sin %> = — , so finden wir die Radien r, und r 2 der Kreise, 
welche aus den BerUhrungsgeraden der ursprunglichen Kreisreihe durch 
Abbildung entspringen , r x cos "J^= « > ^ cos g 7" y = a , 

_ 2a 3 Q?<» + <H) __ 2a V + <?-*) 

Dies sind also die Radien der festen Kreise, welche von allen Kreisen 
unserer Reihe berührt werden. Ist k = m tg | , so liegt A auf einer der ur- 
sprünglichen BerUhrungsgeraden. Die Kreisreihe berührt ein Segment; ist 
£ = 0, so wird r x = r 2 . Die festen Kreise sind gleich. Diese beiden be- 
sonderen Fälle werden uns eingehend beschäftigen. 

Wir suchen jetzt zu ermitteln, für welche Werte ein Kreis der Reihe 
unendlich wird. Es ergibt sich die Gleichung aus (1.) 

4a 2 — mx(p+ l)+pa? = 0. 

Setzen wir x = 2ae 2u °" s 1 so folgt 

(2.) & + e-^=£(e' + er*). 

Unendlich große Kreise erhalten wir also für 

8 

Aus (1.) wird nun 
oder 

sa \ a(e s —e- s ) 

(4.) (f n = - 



(; +tt » + ( n+ l) ö _ -»-«>-(»+ 1)a / «-^ («+* )*_ ^- tt+tt ,_( n+ i-)A 
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Für w — Wu = — « wird p = oo, Air w — ^ = w * r< * P-i^ 00 » e ^nso tritt für 

ein beliebiges ungerades Vielfaches von ^ immer ein unendlich großer 
Kreis auf. 

Geometrisch ist dies Verhalten leicht zu verstehen. Zunächst können 
für reelle Kreise nur dann Entartungen eintreten, wenn ein Kreis der ur- 
sprünglichen Reihe durch den Augenpunkt A geht Also muß A innerhalb 
des von der ursprünglichen Reihe erfüllten Winkelraumes y liegen. Wie 
die Figur zeigt, muß also ^AOB = 90° — f-<7r sein, mithin 

C08^<Csin^-, ö->t- r. 

2= 2' 2a = e° + e- 

Ist aber dies der Fall, so ist, wie (2.) zeigt, 

(**-*-*) >0, 
woraus für e"° ein reeller und positiver Wert folgt, wenn m positiv. Geht 
nun irgend ein Kreis der Reihe durch A> so muß in der Reihe der Argumente 

2u, 2u + 2d, 2u + 4ct,.... 2w-2J, 22*-4c?..., 

aus welcher die Punkte der Kreisreihe x n = x p n entspringen, auch das Argu- 
ment 2^ — d vorkommen. Die Argumente ^o — 0- und — ^-^, für welche 
Entartungen stattfinden, gehören nur ausnahmsweise zu derselben Kreisreihe. 



3. 

Verfolgen wir nun u {) für den sich auf dem Kreise mit dem Radius 
2 a bewegenden Punkt genauer. 

1. w,j = 0. Kreis und Sekante. 

77t V 

Weil nach (2.) ö- = cos£ ist, liegt A auf einer Berührungsgeraden 
der ursprünglichen Kreisreihe. Es ist: 

a(e d — <H) 



(5.) Qn = 



(-(»4>_— (-4>y: 



Die Kreise der abgeleiteten Reihe berühren eine Gwade und einen Kreis. 
Letzterer hat den Radius 
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Man findet 

Bemerkenswert sind besonders die Fälle u = und ^ = ^- 

Für ?z = wird x = 2a. Der Kreis der ursprünglichen Reihe, welcher 
hierdurch bestimmt wird, schneidet die OB in den Entfernungen x—2a und 
2ap. Dieser Kreis berührt also einen um mit dem Radius 2 a beschriebenen 
Kreis. Für u = — 2 wird # = 2ae~ <! ; der so bestimmte Kreis schneidet die 
OB in den Entfernungen 2ae~ s und 2ae s ] also ist die von an diesen 
Kreis gezogene Tangente von der Länge 2a. Für ^ = ^ stoßen wir also 
auf einen Kreis, welcher den um mit 2a beschriebenen rechtwinklig 
schneidet. Dieser um beschriebene Kreis wandelt sich in der Abbildung 
um in eine Gerade, welche zu OA in der Mitte senkrecht steht. Wir finden 
also die den Argumenten u = und = g- entsprechenden Kreise und damit die 
entsprechenden Kreisreihen, wenn wir die zur Mittelsenkrechten von OA 
berührenden oder senkrecht schneidenden Kreise der Schar bestimmen. 

Für m,, = erhält man, da ein unendlich großer Kreis möglich ist, 
Kreise, die einen gegebenen Kreis und eine gegebene Gerade berühren und 
zwar den Kreis von außen. Für u = entspringt die Reihe einem Kreise, 
welcher die Mittelsenürechte berührt. Solcher Kreise sind 2 und zwar 2 gleiche 
vorhanden. Die Radien p und p_, nach (5.) sind nämlich gleich. 

Die Kreise sind paarweise gleich und erfüllen den Raum zwischen 
den größten Kreisen p , q_ x bis zu den spitzen Endpunkten des Segments. 

Für u — i> entspringt die Reihe einem Kreise, welcher die Mittel- 
senkrechte senkrecht schneidet. Das ist der entartende Kreis : eine zur Sehne 
des Segments parallele Tangente, aber an dem vom Segment abgewandten 
Bogen. Die Kreisreihe berührt Kreis und Gerade wie im Fall ?* = 0, aber 
anfangend mit einem Kreise, dessen Durchmesser gleich der Pfeilhöhe des vom 
Segment abgewandten Bogens ist. 

2. u {) = 



2 * 
Aus (3.) folgt 

a(eP — e-*) 



ft. = - 
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A liegt wieder auf einer Berührungsgeraden, aber auf der von der Kreis- 
reihe abgewandten Seite; denn m wechselt nach (2.) sein Vorzeichen. Die 
Kreisreihe berührt wieder eine Gerade und einen von ihr geschnittenen Kreis. 
Aber sie liegt im hinern des Segments, bildet also die Fortsetzung der ^, = 
entsprechenden Kreisreihen über die spitzen Enden des Segments. Ftlr u = 

und M = 7r erscheinen wieder Kreisreihen mit symmetrischer Anordnung. 
Für u = berühren 2 gleiche Kreise den zur Sehne senkrechten Durch- 
messer, für ^=o berührt ein Kreis die Sehne in deren Mitte. 

3. Um— o". Fall der gleichen Kreise. 

Aus (2.) folgt ra = 2a, also £ = 0. A liegt auf OB. Ein unendlich 
großer Kreis ist möglich. Aus (4.) folgt 

__ a(e s — e~ s ) 

Daher wird p„ und q_ x für m = unendlich groß. Die Kreisreihen berühren 
zwei gleiche Kreise gleichartig von außen; für n = entspringen sie den ge- 
meinsamen Tangenten und endigen an der Spitze des beiden Kreisen gemein- 
samen Stückes; für ^=9- entspringen sie einem die beiden gleichen Kreise 
umschließenden Berührungskreise, für welchen ist 

<? + e 2 
e* — e * 

Das Minuszeichen ist leicht zu erklären. Der Punkt A liegt innerhalb des 
Kreises der ursprünglichen Reihe, dessen Abbild der ursprüngliche Kreis 
ist. Man findet noch, wenn man h = e" d einführt, 



?« — a \\— #>«+! i_A 2 »+ 3 /' 



4. U — gj" "2" " 



Es folgt aus (2.) ?n = -2a, & = 0. 

Der Punkt A liegt auf der von der ursprünglichen Kreisreihe ab- 
gewandten Seite. Unendlich große Kreise kommen nicht vor. Die Kreis- 
reihen sind dem zwei gleichen sich schneidenden Kreisen gemeinsamen Flächen- 
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stück eingezeichnet Für u = berühren die Ursprungskreise den zur gemein- 
samen Sehne senkrechten Durchmesser, für w = ^- ist der Mittelpunkt der 
Sehne der Mittelpunkt des Ursprungskreises der Reihe. Es ist 

q(^ — er 9 ) 

oder 



f A 2» Ä 2n+2 | 



P»- a tl + A2» 1+A2.-H2J- 

Auf diese Kreisreihen hat kürzlich Herr Holzmüller in Lampe* Archiv, Jahr- 
gang 1904, Bd. 8, S. 87 hingewiesen und u. a. bemerkt, daß die Summe 
der Durchmesser gleich der gemeinsamen Sehne sein muß. 

Liegt A nicht im Winkelraum der ursprünglichen Kreisreihe oder in 
dessen Scheitelraume, so ist kein reeller unendlich großer Kreis möglich. 
Wir beschränken uns hier auf die Erwähnung des einzigen Falles u^^-^. 
Für diesen wird ra = 0, k = 2a. Die Kreise der Reihen berühren zwei 
gleiche Kreise und zwar sind sie den nicht gemeinsamen Teilen der Flächen 
einbeschrieben. 



4. 

Wir wollen nunmehr die elliptischen Funktionen zur Bestimmung 
der Summen unserer Kreisreihen anwenden und zwar der Summe der Um- 
fange und der Flächen. 

Nach (3.) erhalten wir: 

\P m ) 2^Qn = a \ e ~ e ) 2^ g2u+(2n + l)(J £ H _ e -2uo I ^-2«-(2n+l)ä * 

Die Summe rechts ist wenn man die unendlich großen Summanden aus- 
schließt, unbedingt konvergent. Die Konvergenz ist gleich stark mit 
der einer geometrischen Reihe. Sie ist doppeltperiodisch mit den Perioden 
ni und 8 '. Ersteres erkennt man an jedem Summand, letzteres durch Ver- 
schiebung der Summanden. Wir setzen: 

* . 9 Si * Ä _a 



'• 9 V* j _JI 

"=9> Ü) =^1 ,lZ=e » 



u u vni __ ^ o>' d 
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Bildet man mit Hilfe der nach Schwarz, Formeln und Lehrsätze, Art 6, 8 
gegebenen Formel für au das Produkt 

o(u + u )o(u — w ), 

so erhält man durch Zusammenfassung geeigneter Faktoren: 



ni ni ni 

u — « 

ni / ni 



-u u — v Q « 



Leitet man nun logarithmisch nach u» ab, so erhält man statt des Haupt- 
faktors 



7i» ni 

— «o M o 

m e™ — e w 






Ein ebenso gebautes Glied erhält man, in welchem n negativ ist. Endlich 
kann der erst hingeschriebene Beitrag für w = einbezogen werden, und 
so ergibt sich: 

ni . ni n . w 1 * 

U — = 2V71Z, ty. — =2t',,7rt, — = T, Ü= — T7lt, 

Diese Formel gilt ganz allgemein, genau wie die Formel für au, aus der 
sie abgeleitet ist. Jetzt nehmen wir rechts 

n , di 

w = M — 

dann wird 



10=8 2' "— 2"' 



Endlich ersetzen wir u und t^ durch imaginäre Werte und erhalten 
Vermehren wir also w um^, so wächst links ui um -^ = a/, es wird also: 



(8.) J£ <>„ = | a ^,.^2u {-™ Wo + * 7 0" ~ W + «0 - * ~ 0" + Wut + a/)} . 



1 «*—«-* f 2iy 
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Die — Ausdrücke können sofort nach Art. 11 weiter umgeformt werden. 

Auch kann man sie durch a - ersetzen. Wir unterlassen das, um es bei der 
Anwendung auf besondere Fälle nachzuholen, soweit es nützlich scheint. 

Die Gleichung (8.) liefert die gesuchte Bestimmung der Kreis- 
umfänge unserer Reihe ganz allgemein. Schreiten wir nun zur Bestimmung 
der Flächen der Kreise. 

Aus (6.) folgt sofort 

(9.) ri-J«(^-0^^-|S-. 

Daher ist 

£ Qn = - 2 «' <** - e *)' ^—5^, 
(10.) J |— ^ u {) + i-- G (ui—n {) i+u)') - i • °- (ui+ u {} i + u/)j 

Diese Formel liefert die Inhalte der Kreise unserer Reihen. 



Wir wenden uns nunmehr zur Bestimmung der Umfange und Flächen 
in einigen besonderen Fällen. 

1. Die Kreisreihe berühre einen Kreis und eine ihn schneidende 
Gerade. Für diesen Fall ist */ o = 0; dann erhält man eine Reihe, welche 
den Kreis von außen berührt, oder i^ = ^, also 1^1 = — co; dann ist die 
Kreisreihe dem Segment einbeschrieben (§ 3 dieser Abhandlung). 

Da Zähler und Nenner in (8.) für w,, = verschwinden, leiten wir 
nach iiv ab und erhalten 

(11.) *p.=-1«(«*-0 (£+?(«•+»'))• 

Für u u i= — (o ergibt sich ebenso 
(12.) Z 9u = ±a(<i»- er*) (l + ptui + u* + »')). 



(12 a 
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Es ist also 

^7-771^ r ( '^ v^lG +pQii+to + a>')) ] 

Führen wir noch die Segmenthöhe ^t«^-^) ein, ferner ?; = aw, so 
finden wir 

1. 2tf-rp„ = 7rÄ(- 3 --a) = 4,- 

u = (o'. Der unendlich große Kreis ist ausgeschlossen. Die Kreis- 
reihe entspringt an der zur Sehne parallelen Tangente an dem vom Segment 
abgewandten Bogen. Sie zerfällt in zwei getrennte Reihen. 

2. u = 0. 

2n2!<) n = -7is(a + e 3 )=A 3 . 

Die Kreisreihe berührt denselben Bogenteil wie die vorige, entspringt aber 
aus einem den zur Sehne senkrechten Durchmesser berührenden Kreispaar. 
Sie ist also in sich geschlossen und endigt an den Enden des Segments. 

3. Aus (12.) ergibt sich für Mt = w', u = ^> 

2 n -2p n = ns (a + £,) = A X . 

Die Kreisreihe ist dem Segment einbeschrieben und entspringt aus einem 
die Sehnenmitte berührenden Kreise. 

4. u = 0, 

2ti J£p n = ?is(«-f e 2 ) = A 2 . 

Die Kreisreihe entspringt aus zwei den zur Sehne senkrechten Durchmesser 
berührenden Kreisen und liegt im Innern des Segments. 

Aus e x + e 2 + e^ = ergibt sich die merkwürdige Beziehung: 

(13.) At+Ai-Ai + SA^ sn. 

Die Summe der Umfange der beiden inneren Kreisreihen veiifnindert 
um die geschlossene äußere, vermehrt um die dreifache letzte gibt den Umfang 
des größten Kreises der ersten Reihe. 

5* 
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Zur Bestimmung der Inhalte kann man auch direkt vorgehen, ohne 
Anwendung der allgemeinen Formel (10.). Durch zweimalige Ableitung 
folgt aus (12\) 

Für m = 0, ö? -^> 2^"Y ent8 P r * n g en hieraus die Kreisreihen. Bei w = 
ist der unendlich große Kreis abzuscheiden. Bezeichnen wir die Flächen 
der Kreisreihen obiger Bezeichnung entsprechend mit Z?„, B l} B 2j B 3 , so folgt 



(14.) 



2=0,2,3) 

B i = s2n {ü ^ + ^« + ^ 2 (^-^)(^-Oj. 



Für a = erhalten wir einen Grenzfall, welcher ohne Hilfe der elliptischen 
Funktionen behandelt werden kann. Wir haben die Aufgabe: 

Gegeben ein Kreis und eine Tangente desselben. Man bestimme die 
Summe der Umfange und Flächen von Kreisen, welche jeder den vorzu- 
gehenden und nachfolgenden und den festen Kreis und seine feste Tangente 
berühren. 

Die Lösung kann direkt gefunden werden. Sind p n p die Radien 
zweier auf einander folgenden Kreise der Reihe, so ist 

l/Vp-Vrp^VVp,, 

wenn r den Radius des festen Kreises bezeichnet. Zur Lösung führt nun 
die Annahme 

Jplog«, ^ = log(« ? ), ^=W 

Auch kann die Lösung gefunden werden, indem man von den Formeln 
des Art. 42 der Formeln und Lehrsätze Gebrauch macht und zur Grenze 
übergeht. Man findet 



Schwering, Anwendung der elliptischen Funktionen. 37 

Für den Halbkreis ist a = r, 2 = e 9 — e~ 3 , also 

e* = V2 + l, e-' J = l/2-l = A. 
In diesem Falle habe ich die Rechnungen durchgeführt. Ich fand: 

h =0,4142136, S = 0,8813734, 
h' =0,0000137015, « = -1,96586. 

log nat h • log nat h' = n\ 
e x =4,23644, e 2 = 4,23365, <?, = - 8,47009. 
.4, = 2,270576 • rn, A 2 = 2,267794 • r w, 
A 3 = 10,43595 • m, A u = 2,299209 • rn, 
B, = 0,3813788 -fn, B t = 0,3750166 • /•**, 
5 3 = 11,71240 ->- 2 n, #„ = 0,5080228-^, 
$r 2 = 215,2274, #,= -607,665. 



Für den Fall der Kreisreihen, welche zwei gleiche sich schneidende 
Kreise berühren, beschränke ich mich auf Angabe des Ergebnisses. 

Weil 

d 

wird ans (8.) unter Benutzung der Formel 



und 



, 1 • 

l]U) — (Ol]— 711 



° ff '0+2«/)- ^0) = 2»/: 



Das Vorzeichen erklärt sich durch die Richtung der Messung. Die Summe 
der Durchmesser ist in der Tat 2a. 
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Für die Summe der Inhalte findet man 

1 2 e* + e~* 



*rf-f*^-Mä+»*4 



Diese Formel steht in naher Beziehung zu der für die Summe der Umfange 
im vorigen Falle gefundenen. 

Es ergeben sich ähnliche Ausdrücke wie dort, wenn man zu den 
halben Perioden übergeht. Auch läßt sich ein entsprechender Satz über 
die Flächen aussprechen. Der hier hervortretende Zusammenhang kann 
einfach entwickelt werden, wenn man die identische Gleichung 

zW» + 1_ _ z*h**+* + l g'tf»(l— V) 

* f Ä 2 - — 1 Z*h*«*—1 ~ 2 4 Ä 4 »+ s — « , Ä a "(i + *■) + ! 

quadriert und die linke Seite in 

4z'A 2 » 4g'A 2 »+ 2 4z'h?*(l +h*) 

(z*h 2 »—iy + (z'h 2n + 2 — iy s 4 A*»+ 2 — z*N*(i + A') + 1 

umformt. 

Endlich soll noch der Fall w () = ji erwähnt werden, in welchem OB 

den Kreis AOB berührt. Aus (2.) folgt 

__ a(e s — er 9 ) 

Die Formeln (8.) und (10.) sind unmittelbar anwendbar. Letztere gestaltet 
sich besonders einfach, da ein Summand wegfällt. Bemerkenswert ist das 
Auftreten der Viertelperiode. 

Mit den hier vorgetragenen Lösungen ist die Aufgabe der Kreisreihen 
in der Ebene der Hauptsache nach erschöpft. Es schließen sich an die 
hier behandelten Aufgaben andere an, z. B. über Kugelreihen, welche zwei 
Ebenen und eine Kugel berühren. Auch kann man die Aufgabe stellen, 
die einem Kugelzweieck eingezeichnete Kreisreihe nach Umfang und Fläche 
zu bestimmen. Die Verwendung der umgekehrten Abbildung ist auch für 
diese Aufgabe sehr naheliegend. Doch scheint die Summierung der ent- 
stehenden Reihen auf weitere Schwierigkeiten zu führen. 

Wenn man in der ursprünglichen Punktreihe jedesmal einen Punkt 
überschlägt, so erhält man eine neue Reihe 
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Bildet man die so entstehende Kreisreihe ab, so erhält man die ent- 
sprechende Darstellung für eine elliptische Funktion p(w), welche dieselbe 
reelle und die doppelte imaginäre Periode besitzt wie die ursprungliche. 

Geht man dagegen von der Punktreihe 

_ i 

aus, so erhält man eine elliptische Funktion mit den Perioden 2c», co'. 

Auch mit dem Steiner&chen Schließungsproblem kann unsere Aufgabe 
in Verbindung gesetzt werden, bei welchem eine Kreisreihe zwei gegebene 
Kreise berührt. 
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Über die Zerlegung von Funktionen mehrerer 
Variabein in irreduktible Faktoren. 

Von Herrn M. Mandl in Laibach. 



Im 113. Bande dieses Journals (Seite 252 u. ff.) hat der Verfasser eine 
Methode angegeben, wie darüber entschieden werden kann, ob eine vor- 
gelegte ganze, ganzzahlige Funktion einer Variabein reduktibel ist oder 
nicht, und wie, im Falle der Reduktibilität, diese Funktion zugleich in ihre 
sämtlichen rationalen Faktoren aufgelöst werden kann. Diese Methode soll 
hier auf Funktionen von beliebig vielen Variabein ausgedehnt werden. 

In der folgenden Entwicklung soll vorausgesetzt werden, daß irgend 
ein Verfahren zur Zerlegung einer Funktion von p Variabein bereits bekannt 
sei, und es soll daraus die Faktorenzerlegung einer beliebigen Funktion 
von p + 1 Variabein hergeleitet werden. Zunächst soll gezeigt werden, daß, 
wenn F die vorgelegte Funktion der p + 1 Variabein ar, s,, .r 2 , # 3 , ... x p und x 
irgend eine dieser Variabein ist, die Funktion F stets auf die Form 

gebracht werden kann, wo f () eine von Null verschiedene Konstante, und 
/i, f 2 , / 3 , ... f n ganze Funktionen des 1., 2., 3., ... n-ten Grades in den p Variabein 
x l ^x 2j ... x p sind. 

Denn ist F die vorgelegte Funktion w-ten Grades mit den Variabein 
x 1 x l ,x 2l ...#p, so kann diese außer den Gliedern n-ten Grades auch solche 
des (n — l)-ten, (n — 2)-ten ,... Grades enthalten, oder es ist 

F=u n +u n _ l + u n _ 2 + — + w 2 + Wl + */ , 
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worin u nJ u n _ x , ... u,, u^ homogene Funktionen des n-ten, (n— l)-ten, ... Grades 
sämtlicher Variabelri sind. 

Das erste Glied u n kann ans den n-ten Potenzen fder einzelnen 
Variabein und aus Produkten von Potenzen verschiedener Variabein zu- 
sammengesetzt sein. Nun läßt sich F immer derart umformen, daß u H 
mindestens einen Posten von der Form tf enthält; denn wäre z. B. 

(wo af + « l + jp 2 + .-. = i + l 1 + i 8 + ... = /i + /i l + — = n) 1 
so braucht man nur folgende Substitution anzuwenden: 

.r, = a x x + v x ; x 2 = a?x + r 2 ; .„x p = a p x + v p , 

wo v x ,v 2 ,...v p p neue Variabein bedeuten und a n 02, ...o, noch näher zu 
bestimmende Parameter sind. 

Infolge dieser Substitution ist 

und dieser Ausdruck beginnt, nach Potenzen von x entwickelt, mit einem 
Gliede c#*, wobei 

c = A a x * fl? 8 •• • + B a\ x <#••• -f ••• 

ist. Wählt man nun die Parameter a x ,a 2 ,...a n so, daß c von Null ver- 
schieden (im übrigen aber ganz beliebig) ist, was auf unendlich viele Arten 
geschehen kann,*) so läßt sich u n in der Form schreiben: 

cx n + c x x n " 1 + c 2 x*- 2 + ••• , 

worin c eine von Null verschiedene Konstante, Ci,c 2 ,c 3 ,... aber Funktionen 
des 1., 2., 3., ... Grades von den Variabein v Xl v 2j ...v n sind. 

Hiernach läßt sich auch die ursprünglich gegebene Funktion F, nach 
Potenzen von x entwickelt, in der Form schreiben: 

F=f l >x" + f 1 x"-* + f 2 x«- 2 + ... + f n _ l x + f n , 



*) Denkt man sich nämlich alle a-Größen bis auf eine einzige, z. B. a, , beliebig 
aber fest gewählt, so braucht diese letzte Größe a, nur so bestimmt zu werden, daß 
c=iAa*ia*3a**'» + B a\^ a'f a** ••• + .• . nicht verschwindet. Da aber c , als ganze 
rationale Funktion von a,, nur für eine endliche Anzahl spezieller Werte von a x ver- 
schwinden kann, so genügen alle übrigen unendlich vielen Zahlen, als Werte von a, an- 
genommen, der Bedingung, daß c#=0 ist. 
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worin /o eine von Null verschiedene Konstante und /i, /i, . . . /„ der Reihe nach 
höchstens vom 1., 2., ... n-ten Grade bezüglich der Variabein v n t? 2 , ... v n sind. 
Soll nun F in zwei rationale Faktoren <£ und W zerlegbar sein, so 
muß eine Gleichung von folgender Form bestehen: 

worin die q> und y analoge Eigenschaften haben, wie die f, und wobei 
a + ß = n ist. Hieraus ergibt sich, durch Vergleichung der Koeffizienten 
übereinstimmender Potenzen von x zu beiden Seiten der letzten Gleichung, 
das folgende Gleichungssystem: 

fc=r 
(I.) /»-r = £ <Pa-k • V'j-r**l <'-". «• 2 » - ■> 

wobei zu beachten ist, daß jedesmal y^ = 0, y r = zu setzen ist, so oft 
/t<0, y<0 auftritt. Die Aufgabe der Zerlegung von F in zwei rationale 
ganze Funktionen ist demnach identisch mit der Aufgabe, zwei Systeme von 
rationalen ganzen Funktionen cp a , <p a _i, ...; <p ß , V^-u ••• der Variabein 
#i,# 8 , ...# M zu ermitteln, welche dem Gleichungssystem (I.) Genüge leisten. 
Um diese Funktionensysteme zu bestimmen, schreiben wir (I.) zu- 
nächst in folgender Form: 

fn =<Pa-V'ß, 

fn-l = <Pa-Vß-l + Vß-<Pa-l, 

*=r A=r— 1 

/«-r = k £ <Pa-k ' VV-r+* = </>« * V'*-r + V* ' <P«-r + JE <*>«-* V*-r+* • 

(r=2,3,4,...n) 

Setzt man ferner der Kürze halber 

/«-r - £ <Pa-k ' V/»-r+* = *»-r (^d £_, = i^,) , 

so kann man das Gleichungssystem (I.) durch das folgende ersetzen: 

(IL) ] (r=l,2,...») 

Um mit Hilfe dieses Gleichungssystems die Funktionen yaj^a-i^a^r-i 
V',*? V/?-ii ¥V-*i ••• zu berechnen, bestimmt man zuerst ^ a und i// /? , indem 
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man f n auf irgend eine Ali; in zwei rationale ganze Funktionen der Variabein 
.*!,...#„ zerlegt — was nach den eingangs gemachten Bemerkungen als 
ausführbar vorausgesetzt werden darf. Hierauf findet man aus (II.) für 
r=l die Funktionen y a _ x , V,5-i m ^ Hilfe der Gleichung 

Ha ' V'ß-i + Vj • '/»—i = ^— I = /n-l 1 

indem man y a -n Vß-i m der allgemeinsten Form einer ganzen Funktion 
des (a— l)-ten, bezw. (/i — l)-ten Grades in den Variabeln x u ...x n mit vor- 
läufig willkürlichen Koeffizienten ansetzt und diese letzteren nachträglich 
dadurch bestimmt, daß man je zwei Glieder auf verschiedenen Seiten der 
letzten Gleichung, welche analoge Zusammensetzungen der Variabein ent- 
halten, einander gleich setzt Dadurch ergibt sich eine Anzahl von linearen 
Gleichungen zur Berechnung der willkürlichen Koeffizienten von <p a __ x 
und \p ß _ x . 

Setzt man weiterhin in (IL) /==2. so hat man 

und wenn abermals <p a _ 2 , ^-2 alö ganze Funktionen mit willkürlichen 
Koeffizienten angesetzt werden, so erhält man zur Berechnung dieser 
Koeffizienten, durch Vergleichung analoger Glieder zu beiden Seiten der 
letzten Gleichung, eine Anzahl von linearen Bedingungsgleichungen, worauf 
man zur Berechnung von y a _ 3 , i/',*-3 übergeht usw. Auf diese Weise findet 
man zu jeder Faktorenzerlegung /L = y a ,, /V zwei Reihen von Funktionen 
<y a -M <p -21 <pa-3> • ••; tyß-u *Pß-n Vß-3* » und damit eine Faktorenzerlegung 
der ursprünglich gegebenen Funktion F. 

Die Frage ist nur, ob und unter welchen Umständen die Gleichung 

<fa * Vß-r + Vß ' <fa-r = £\-r 

eine Berechnung der Funktionen (f a - r , y^-r auch wirklich zuläßt, d. h. ob 
und unter welchen Umständen die Anzahl der zur Verfügung stehenden 
linearen Gleichungen mit der Anzahl der zu ermittelnden unbestimmten 
Koeffizienten von cp a _ r und u\ s _ r übereinstimmt. — Um diese Frage zu 
entscheiden, wollen wir sowohl die zu ermittelnden Koeffizienten als auch 
die verfügbaren Bedingungsgleichungen abzählen und beide Zahlen einander 
gegenüberstellen. 
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Bekanntlich hat eine ganze Funktion des ?i-ten Grades mit p 
Variabein im allgemeinsten Falle ( w l^) Glieder, und da F n _ r vom (n — r)-ten 

Grade ist, so besteht diese Funktion im allgemeinen aus ( n— 1 ) Termen. 
Es stehen somit zur Berechnung der Koeffizienten von <p a __ r und y/ ß ^ r 
im ganzen ( n ~~I p ) Gleichungen zur Verfügung. Die Anzahl der unbe- 
stimmten Koeffizienten dagegen beträgt (da <p a _ r , ip ß _ r vom (a — r)-ten bezw. 
(/? — r)-ten Grade ist) 

(°-; +!, )+('-; +p ). 

und es handelt sich somit um die Auflösung von ( w— 1 ') Gleichungen 
m *' ( a ""»"*" P )"*"(^ — p"*" P ) Unbekannten. Je nachdem nun in der Formel 

an.) c-j+osc-ro+c - ;*') 

das obere, mittlere oder untere Zeichen gilt, ist die Aufgabe der Berechnung 
von <p a - r , ipß- r im allgemeinen Uberbestimmt, bestimmt oder unbestimmt. — 
Es soll nun gezeigt werden, daß in (III.) im allgemeinen das obere Zeichen 
richtig ist, und daß nur in dem Falle, wo es sich um die Berechnung von 
<p a -ii V^-i handelt und überdies die <p und y Funktionen einer einzigen 
Variabein sind, das mittlere Zeichen Geltung hat. 

Wir machen dabei von der bekannten Zerlegung eines beliebigen 
Binomialkoeffizienten in eine Summe von Binomialkoeffizienten nach folgen- 
der Gleichung Gebrauch: 

(n — r + p\_/n — r-f-p — h . /w- r-f/> — 2\ 

+r;ir 3 )+-+G^.)+(?=i) 

und ganz analog: 

+c-;±r 8 )+-+( P ii)+(pl). 
e-ro-e-jtr'M'-;!??*) 

+r;±r 3 )+-+(A)+(ü=!)- 



(Vf.) 



(V.) 
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Da tt = a + ß, 'also n>a und n>/9 ? so kann (IV.) in folgender Weise 
geschrieben werden: 

c-; +y )=[("-;-r 1 )+c-;'ir 2 )+ - +(V-tO] 

+[r;±r>r;irv ■•• +(,i,)+(j=ö] 

oder 

(vi.) ("-;+o = [(— ;±r ') + - + ('TitO] + C~; +p )- 

Durch Benutzung von (V.) und (VI.) nimmt (III.) die folgende Form an: 

j("-;±r')+c-;±r 2 )+ - +C7-V) 
' l5(-;±r , )+(^;±r , )+-+(,^i>+(?=i> 

Die linke Seite dieser Formel enthält n — ß = a Glieder, die rechte 
Seite aber a — r+ 1 Glieder; daher ist die Gliederzahl links um r— 1 größer 
als rechts. Außerdem ist das erste Glied links sicherlich größer als das 
erste Glied rechts, das zweite Glied links größer als das zweite Glied 
rechts usw., so daß man im allgemeinen behaupten darf, daß die linke Seite 
von (VII.) (und ebenso von (III.)) größer ist als die rechte. Nur in dem 
Falle, wo p = 1 ist, sind die Glieder linker Hand nicht mehr größer als 
die gleichvielten Glieder auf der rechten Seite von (VII.), indem alle diese 
Glieder =1 sind. Und wenn überdies r=l ist, so ist auch die Glieder- 
anzahl links nicht mehr größer als jene rechts, und in diesem einzigen Falle 
gilt in (VII.) und (III.) das mittlere, d. i. das Gleichheitszeichen. 

Hieraus folgt also die Richtigkeit obiger Behauptung, daß nämlich 
die Berechnung von <p a _ r , ip ft - r von der Auflösung eines linearen Gleichungs- 
systems abhängt, welches im allgemeinen überbeslimmt ist, und das (von 
speziellen Werten der in F vorkommenden Konstanten abgesehen) nur in 
dem einzigen Falle genau bestimmt ist, wo es sich um </>«_!, y^-i handelt, 
und wo überdies sämtliche cp und xfj Funktionen einer einzigen Variabein sind. 

Nach diesen Auseinandersetzungen wird sich der Gang der Rechnung 
folgendermaßen gestalten: die vorgelegte Funktion wird durch eine einfache 
lineare Transformation auf die Form 



46 Mandly über die Zerlegung von Funktionen mehrerer Variabein. 

gebracht, wofern sie diese Form nicht schon besitzt; hierauf zerlegt man 
/„ in zwei Faktoren <p a , ip ß von den Geraden «, bezw. ß (was als eine 
ausführbare Operation vorausgesetzt wurde) und bestimmt die Funktionen 
<p a _i, W-i m ft Hilfe der Gleichung 

<Pa • W-i + Vß ' V—i = ^«-i = /»-»• 
Wenn die vorgelegte Funktion bloß zwei Variable enthält, d. h. wenn die 
<p und xp Funktionen einer einzigen Variabein sind, so liefert die letzte 
Gleichung im allgemeinen eine eindeutige Bestimmung für y«_ n y^-i- 
Enthalten dagegen die <p und xp mehr als eine Variable, dann liefert die 
letzte Gleichung für die Berechnung von y a _i, V^-i * m allgemeinen ein 
überbestimmtes lineares Gleichungssystem , aus welchem die Berechnung 
von (Pa-u W_i nur * n jenen besonderen Fällen möglich ist, in denen eine 
hinreichende Anzahl von Gleichungen des vorerwähnten Systems sich als 
Folge der übrigen Gleichungen darstellt. Nur in diesen besonderen Fällen 
existieren also Funktionen g> a _ u VV-1 von der verlangten Eigenschaft, und 
sie lassen sich dann auch leicht berechnen. Man macht hierauf den Ansatz 

<Pa ' Vß-2 + Vß • <Pa-2 = F n -2 = fn-2 ~ </>«-! ' Vj-1 

und sucht hieraus die Funktionen </> a _ 2 , ip ß _ 2 zu berechnen, was — wie 
früher gezeigt wurde — stets auf ein Gleichungssystem führt, das mehr 
Gleichungen als Unbekannte enthält Wenn trotzdem das System, infolge 
der gegebenen speziellen Werte, sich auf ein auflösbares Gleichungssystem 
reduziert, so geht man zur Berechnung von <p a _ 3 , V^-3 über usw., bis alle 
q> und ip, und damit eine Faktorenzerlegung der ursprünglich gegebenen 
Funktion gefunden sind. — Nunmehr zerlegt man jeden der eben gefundenen 
Faktoren *, V bis zur vollständigen Zerlegung von F. So oft man jedoch 
bei der Berechnung zweier Funktionen </> a _ r , y ß - r auf ein widerspruchsvolles 
Gleichungssystem geführt wird, — oder auf ein solches, das keine ganz- 
zahligen Auflösungen liefert, — kommt das ganze System 

in Wegfall und man beginnt die Rechnung von neuem mit einer anderen 
Zerlegung von f n . 

Auf diese Weise können sukzessive alle rationalen Faktoren der vor- 
gelegten Funktion F gefunden werden; ergibt sich für letztere keine rationale 
Zerlegung, so ist sie irreduktibel. 
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§2. 

Bezüglich der Durchführung der Rechnung in einem gegebenen 
speziellen Falle muß noch eine Singularität in Betracht gezogen werden. 
Es kann sich nämlich ereignen , daß das letzte Glied von F zufällig von 
niedrigerem als dem n-ten Grade, also z. B. vom (n — r)-ten Grade ist, so 
daß in der Gleichung 

(VIII.) a + (3 = n-v (und nicht =n) 

ist Dann macht man die Supposition, daß F in zwei Faktoren a'-ten und 
/i'-ten Grades zu zerlegen sei, wo 

«'>«> &>ß, ™ d a' + fi = n 

ist. — Dem entsprechend betrachtet man <p a1 y ß als degenerierte Funktionen 
höheren Grades, und zwar: 

<p a als Funktion des Grades a'=a + (> 

Vß * I, » » /^ß + l'-ßlV 

wobei p irgend eine der Zahlen 0, 1,2,... */ bedeuten kann und wo dann 

ist. — Dies kann auf v+1 Arten geschehen, und für jede einzelne Wahl 
von p sucht man die Gleichung 

in der bekannten Weise zur Ermittlung von y a r_i, W-i zu benutzen. Dies 
gibt im ganzen v + 1 verschiedene Ansätze, von denen aber nicht mehr als 
einer zu einer Faktorenzerlegung von F führen kann. 

Anmerkung: Es ginge nicht etwa an, eine Gleichung von der Form 

anzusetzen, worin yf und q>' so beschaffen sind, daß sie <p a und tp fi zum 
(n — l)-ten Grade ergänzen, so daß also 

q>' vom (n — 1 — /?)-ten Grade, 
i//' „ (tt-l-a)-ten „ 
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ist, sonst müßte es zwei Faktoren * und V von F geben, welche vom 
(n — /?)-ten, bezw. (n — a)-ten Grade sind. Dann wäre aber die Summe der 
Gradzahlen dieser Faktoren: 

(n — a) + (n — (7) = n + (n — a — /9) = n-fi/ ? also >n, 

was unmöglich ist*) 

Die Ausführung von Zahlenbeispielm nach der eben erörterten Methode 
wird dadurch erheblich vereinfacht, daß sich oft mit einem Blick erkennen 
läßt, ob die linearen Gleichungssysteme, von denen die Bestimmung der 
Funktionen <p a ^ ß abhängt, vorerst eine Lösung überhaupt, dann aber eine 
solche in ganzen Zahlen zulassen. 



*) Zu beachten ist schließlich, daß in dem eben betrachteten Falle (wo 61. VIII 
besteht), unter den verschiedenen möglichen Faktorenzerlegungen von /* auch die eine 
untersucht werden muß, wo f n in das Produkt aus einer ganzen Funktion und einer 
Eonstanten zerfallt, also auch die Zerlegung: / n = l-/ w , oder mit anderen Worten: Man 
hat in diesem Falle auch die Zerlegung qp a = l, \p ß = f n zu berücksichtigen, wobei q> a 
der Reihe nach als degenerierte Funktion des 1., 2., ... v-ten Grades aufzufassen, ipß aber 
(das an und für sich den Grad n — v besitzt) bezw. als Funktion des (n— l)-ten, 
(n — 2)-ten, ...(n— v)-ten Grades zu behandeln ist. 
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Die Diskriminante der allgemeinen Kreisteilungs- 
gleichung. 

Von Herrn Gustav Rados in Budapest. 



Die Diskriminante der Kreisteilungsgleichung hat insofern auf 
größeres Interesse Anspruch, als sie zugleich die Diskriminante des Gattungs- 
bereiches ist, der durch die Kreisteilungsgleichung definiert wird. Sie liefert 
somit ohne weiteres jene im höheren Sinne des Wortes aufgefaßte wichtige 
Invariante des Bereiches, die allen arithmetischen Untersuchungen innerhalb 
des Artbereiches zugrunde zu legen ist. Wie im nachfolgenden gezeigt 
werden soll, kann die Diskriminante der allgemeinen Kreisteilungsgleichung 
ohne die Heranziehung der Idealtheorie*) (oder nach Kronecker der Theorie 
der algebraischen Divisoren) vermittelst ganz elementarer Betrachtungen 
hergeleitet werden. 



Ist 



n=p?p?...p r r PrVi l . ../>/, 



so sind die primitiven n-ten Einheitswurzeln die Wurzeln der Gleichung 
9>(rc)-ten Grades: 



(i.) #. (x) = o w - 1) wo *"»— 1) m**»»'—i) . 



77 (#w— 1)77 0* PlP * Pi — l)n(-v plP * Psp4P * — 1) • 



*) In seinem Berichte „Die Theorie der algebraischen Zahlkörper" 1897 gibt Herr 
Hubert S. 333 zu demselben Zwecke ein Verfahren an, das auf allgemeinen Sätzen beruht, 
zu deren Begründung der ganze Apparat der Idealtheorie angewendet wird. Vergl. den 
Satz 88 a. a. 0. S. 267. 
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wo n(z* iP > •••*« — 1) das Produkt derjenigen Faktoren bezeichnet, die aus 



dem Ausdrucke # , W" Fi *--l hervorgehen, indem man an Stelle der Indizes 
t M i 2l ... i K der Reihe nach die *-gliedrigen Kombinationen ohne Wiederholung 
von 1, 2, 3,...n setzt. 

Der zu beweisende Satz wird durch die Gleichung 

y(n) 

TV 1 ^ / N (— 1) 2 »* W 

Diskr. <*>„(*) = — ^ ^ ^ r 

Pj v(pi) ^vfo) . . . p a v(p») 

dargestellt, wo das bekannte zahlentheoretische Symbol (p(n) die Anzahl der 
ganzen Zahlen bedeutet, die kleiner als die Zahl n und außerdem noch relativ 
prim zu n sind. 

Es sei r eine primitive n-te Einheitswurzel, ferner seien 

Ai, #2, ... K {) ... A^,(„) 

die gegen n relativ primen ganzen Zahlen, die kleiner als n sind, dann liefert 
die Reihe der Potenzen 

r*\ r*», ... r*«, ... r**w 

sämtliche Wurzeln der Gleichung (I.), es ist somit 

Diskr. *.(«) = (- 1) 2 77 *: (f*i), 

wo *i(#) die erste Deri vierte von <P n (x) bezeichnet. Nun schreiben wir 
die Gleichung (I.) folgendermaßen 



(i*o 



<P n (x)n(x p > - 1) n(x *»»— 1) .. . 

• n * 

= (x n - 1) /7(.r"'P» - 1) rT(xPiM>p*— 1) ... 



und setzen in der ersten Derivierten derselben # = ?•*', nach dieser Substi- 
tution bleibt im Sinne der Relationen 

4> n (f*') = 0, (r*<) w -l=0 
in den Derivierten beider Seiten (I*.) nur je ein Glied stehen und es ist 
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(ii.) 



*:(?-*0 n[(i*iy'- 1] /7[(;- i O i,,p "" - 1] - 



ü=l t l,...<p(n)) 

indem man diese Identitäten mit einander multipliziert, folgt die Relation 
(- 1) 2 Diskr. «#>„(«) 77 77 [(**')* - 1] 77 77 [(r»')w - 1] . . . 

1=1 *=1 

ö)(n) a(«) _L 

= n« n) 77 (r 1 «)"" 1 77 77 [0*)"* - 1] .... , 

aus der die gesuchte Diskriminante sich ergibt. 

Zur größeren Übersichtlichkeit der nachfolgenden Rechnung betrachten 
wir nun eingehender den Ausdruck 

r<=n [(r-y-i], 

i=i 

worin 

einen beliebigen Teiler von n bedeutet. Zunächst ist es evident, daß die 
sämtlichen Zahlen 

(#, (A\ ...G>T" 

n • 

primitive rf-te Wurzeln der Einheit sind; ist ja doch r rf = p auch eine solche 
Wurzel, und es sind ferner die Exponenten &, nicht nur gegen n, sondern 
auch gegen deren Teiler d relativ prim. Auf diese Weise wird die Unter- 
suchung der Zahlen der Reihe 

(2) p% pV.Vyw 

nahegelegt. Da unter diesen Potenzen nur diejenigen gleich ausfallen, 
deren Exponenten (mod. d) kongruent sind, wird man schließlich auf die 
Frage geführt, wie oft eine jede der Zahlen, die kleiner als die Zahl d und 
relativ prim gegen dieselbe ist, in der Reihe 

(3.) &!, /£ 2 , ... Ä y ( n ) 

enthalten ist, falls man die Zahlen (3.) (mod. d) betrachtet. 
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Es seien 

l x , I2 , . . . l (f)Ui) 

diejenigen Zahlen, die kleiner als d und relativ prim zu d sind; dann kann 
bewiesen werden, daß eine jede dieser Zahlen unter den Zahlen (3.) genau 
-^r-mal vorkommt, falls diese (mod. d) betrachtet werden. 
Es sei zuerst bemerkt, daß die in den Reihen 

h + d, l i + 2d,...l + n d -d (#,) 

enthaltenen Zahlen sämtlich inkongruent mod. n> dagegen alle Zahlen je 
einer Reihe mod. d kongruent sind. Der gewünschte Beweis wird nun er- 
bracht, indem gezeigt wird, daß jede Reihe (S f ) einen Komplex von Zahlen 
aus (3.) enthält, der aus -^ Zahlen besteht. Bezeichnet man den größten 
Teiler der Zahl n, dessen Faktoren in d nicht enthalten sind, mit d\ sodaß 

n=p?p?...p« r rd' 1 tf=#;t «...#', (tf,tf')=l 

ist, so können die Zahlen einer Reihe (*S,) in die folgenden ,-y, Partial- 
reihen zerlegt werden:*) 

>< + [0'-iK+iK /, + [(/-iK+2]rf,. ../, + [(/- 1K-M']rf(^,) 

('-«.'••■■-AO 

Da die Zahl d gegen d' relativ prim ist, liefert jede der Partialreihen 
(-2)) (mod. d') ein solches vollständiges Restsystem, dessen Zahlen zu d relativ 
prim sind, woraus folgt, daß die in (-2}) enthaltenen und zu d! relativ primen 
Zahlen und nur diese auch gegen n relativ prim sind; da eine Zahl stets und 
nur dann relativ prim zu n ist, wenn sie dieselbe Eigenschaft in bezug auf die 
Zahlen d, d besitzt. Jede der Reihen (-2)) enthält (p (tf') Zahlen, die relativ 
prim zu d! sind; mithin enthält die Gesamtheit der Reihen (-2J), also eine 
Reihe (#,), genau ,yy(rf') Zahlen, die relativ prim zu n sind. Es ist jedoch 



*) Dieselbe Anordnung wurde bereits von Herrn M. Bauer in seinem Aufsatze 
„Szamelmcti tetelek" benutzt. Vgl. Mathematikai es Physikai Lapok V. p. 104 (Math, 
und Phys. Zeitschr.) 
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Hiermit ist zugleich dargetan, daß jede primitive rf-te Einheitswurzel 
in der Reihe (2.) genau ^^- mal enthalten ist; außer diesen Zahlen ent- 
hält die Reihe (2.) Überhaupt keine anderen, da die Anzahl der primitiven 
rf-ten Einheitswurzeln (p(d) und 

ist. Es ergibt sich daher 

{•= 1 u >= l J 



oder wenn man die Gleichung fUr die primitiven rf-ten Einheitewurzeln in 
der Gestalt 

#<(*) = 

ansetzt, so entsteht die Formel*) 

P d =n (r' - 1) = (- ^['/»„(l)]^. 

1=1 

Es ist nun aus der Theorie der Kreisteilungsgleichung bekannt, daß 
* d (l) entweder gleich p wird, falls d = p a 1 oder aber gleich Eins ist, falls 
d verschiedene Primfaktoren besitzt (man vgl. z. B. Weber: Lehrbuch der 
Algebra I S. 461, Satz VII). 



*) Dieses Resultat tritt sofort in Evidenz, sobald man die Irreduktibilität der 

Ereisteilungsgleichung und den Satz voraussetzen will, nach welchem der Grad der unter- 

« 

geordneten Gattung Teiler des Grades der enthaltenden Gattung ist. Die Zahl p = r 5 
ist nämlich eine Wurzel der irreduktiblen Gleichung <p d (#)r=0 vom Grade y(d), aus 

v(«) / *i m \ 

dieser Tatsache ergibt sich 77 V*"~ rd ) a ' s Potenz der irreduziblen Funktion tf>d(.z), 

i=l 

so daß 

77 {x-r<*J=[0 d (x)]*W 
<=i 

wird, woraus dann wieder 

y(n) 
folgt. 
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Zieht man noch die folgenden Bemerkungen in Betracht: zuerst die 
Identität 

n(fT x =[(- iy K " ) *.(0)j-' 
«=■1 

und daß 

" w ( _i)GD+G)+a)+- C ; 

ist, and schließlich, daß die Zahl <pQi) für n>2 stets gerade ist, so kann 
(IL) auf die folgende Form gebracht werden: 

(- 1)^ Diskr. *„ (*) P Pi P„ .. . P Pt - P PiPiPi P PlPtPt . . . 

— »9>(») p P P P 

~~ U ± PlPt ± PlP* ' ' * * PlPiPiPi * PlPlPiPi ' ' ' 1 

woraus der zu beweisende Satz, nämlich die Gleichung 

Diskr. *„ (x) = (- 1) 2 -gg-j^ ^ 

p^ipi) p<p(pt) . . . p?(p«) 

folgt 

Auf Grund der obigen Formel kann man noch eine interessante zahlen- 
theoretische Determinante auswerten. 

Es ist nämlich 

Diskr. **(*) = K +/ ?|j («.*=«.» »oo -0 

worin s k die A-te Potenzsumme der n-ten primitiven Einheitswurzeln bedeutet 
Nach einem bekannten Satze ist aber 

__ qp(n) 

k ~~ ä 1 

wo (/&, £) den größten gemeinschaftlichen Teiler der eingeklammerten 
Zahlen bezeichnet und das Symbol e d Null ist, falls d durch eine von Eins 
verschiedene Quadratzahl teilbar ist, sollten dagegen die Primfaktoren von d 
verschieden ausfallen, so ist e d gleich + 1 oder — 1 zu setzen, je nachdem 
die Anzahl der Primfaktoren gerade oder ungerade ist. 
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Es ergibt sich hiermit die Determinantenrelation 
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(f(7l), 



y(?0 



<p(n) 



y(») 



*Q^1)) *" l) *(£i) l - r> 



tp(n) 



<K") 



( n y 1 ' / n \ >V ( n \ V 5 -' 



»00 

=(-l) 2 



n*("> 



p»<*>l) p»(p«) . ..p»(p«> 
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fiquations diflförentielles du premier ordre ayant 
des multiplicateurs de la forme 

( t/ - u^ (y - u 2 ) tt > .,.(#- ?/„)"" • 

Par M. W. Ermakoff l\ Kiew. 



1. 

Preface. 

1/ans le tome XXIV du Recueil math^matique de Moscou M. A. N. Kor- 
kine a publik un memoire sous le titre: „Etudes des multiplicateurs des 
6quations difffoentielles du premier ordre u .*) 

Dans ce memoire M. Korkine donne la Solution du probl^me suivant: 
Trouver Fexpression la plus g6n£rale des fonctions M et N enti&res 
et rationnelles par rapport ä y et telles que l'äqnation difitärentielle 

Mdx + N8y = 
admette le multiplicateur 

(y-^ö-wO- ••• G/-*O aB - 

Plusieurs g6om6tres se sont occupfo de ce probl^me avant M. Korkine, 
mais ils n'en ont examin£ que des cas particuliers. M. Korkine r&issit ä 
prouver qu'il 6tait toujours possible de r^soudre le probl&me ä Taide d'int6- 
grales d&inies. En outre il a indiqu£ les cas oü la Solution ne renferme 
pas d'intägrales d&inies. 

Tout le monde sera d'accord sur l'importance capitale de ce r£sultat 
Malheureusement le memoire de M. Korkine est long (il contient 220 p.) et 
difficile ä lire. 11 ne sera lu, je le crains, que par peu de personnes et les 
r^sultats si pr£cieux qui y sont £tablis courent le risque de passer inaper§us. 

*) Ce memoire a d'abord paru en langue fran^aise a St.-Petersbourg, en 1902. 
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Mais on peut modifier l'analyse de M. Korkine. 

Je constatai que les rfoultats &ablis dans son travail pouvaient etre 
expos&i d'one mani&re tr6s simple et en n'y consacrant que quelques pages. 

M. Korkine a remarqu£ que la Solution du probl&me se ram&ne k Fin- 
tägration d'un systöme d'£quations Unfaires, oü le nombre des fonctions in- 
connues est sup^rieur ä celui des Equations. Peut-on ä l'aide d' Operations 
alg£briques et de difförentiations, d&luire de ce syst&me un Systeme d£fini 
d'£quations difitärentielles, oü le nombre des fonctions inconnues serait 6gal 
k celui des Equations? C'est ä la Solution de ce probl^me qu'est consacr^ 
le premier chapitre du memoire de M. Korkine. Le cas oü la somme des 
exposants du multiplicateur est £gale ä un nombre entier n£gatif est celui 
qui coüta le plus de peine ä M. Korkine. Mais cette recherche peut etre 
consid^rablement simplifi^e en d£montrant deux th^or&mes g£n£raux tr6s 
simples. Le premier de ces th^or^mes (§ 3 du präsent memoire) montre 
que le probl&me donn£ peut 6tre remplacö par un probl&me analogue, oü 
un certain nombre des exposants sont augmentäs de nombres entiers. Le 
second th&>r6me (§ 5) montre que la Solution la plus g£n£rale du probl&me 
renferme une fonction arbitraire et un nombre fini de constantes arbitraires. 
Une fois ces th&>r£mes d&nontr6s, les formules compliqu£es du premier 
chapitre deviennent inutiles. Dans les deux autres chapitres de son travail 
M. Korkine montre comment la Solution compl&te du probtemepeut 6treexprim£e 
au moyen d'intägrales d^finies. Ce n'est qu'ä l'aide de nombreuses transfor- 
mations qu'on r^ussit ä obtenir des integrales ayant une valeur finie. Or ces trans- 
formations d£coulent tr6s simplement des th£or&mes dont nous venons de parier. 

J'ose croire que j'ai r£ussi ä exposer les r^sultats pr£cieux dus ä 
M. Korkine sous une forme simple et claire et j'esp&re que la Solution de 
son probl^me ainsi simpliftäe pourra trouver sa place dans les traitäs des 
Equations diff£rentielles. 

2. 

Enonce du probleme et theoreme fondamental. 

Soient M et N deux fonctions algöbriques enti&res par rapport ä la 
variable y 9 ou deux polynömes en y, les coefficients de ces polynömes 
Äant des fonctions de la variable x. L'objet de notre travail est la Solution 
du probl&me suivant: 
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Trouver l'expression la plus g£n6rale des fonctions M et N telles 
que T^quation diff&entielle 

(1.) M8x + N8y = 

admette le multiplicateur 

(2.) ^ = (y-«,) a, (2/- ? O a> ...(2/-^n) a % 

les exposants « 1? of 2 ,...^ w &ant des constantes et u yi u^ ...?/„ des fonctions 
de la variable x. 

Les fonctions M, N doivent v^rifier, comme on sait, l'lquation suivante 

/qn dN AT dlog_R _dM M dlogR 

En remplagant R par son expression (2.), l'^qoation (3.) prend la 
forme 

(A \ <l N _ d M = 2. a i(M+J[ u d 

* '' da dy y — u, 

Cette 6quation doit 6tre v£rifi£e quelle que soit la valeur de y. 
Faisons y = w<. Le second membre de (4.) ne devenant pas infini pour y = w,, 
le polynöme 3/(y) + N(y) u\ doit 6tre divisible par y — u,. D'oü 

(5.) Jf (tO + #00"! = «=1,2,...*) 

On en tire la conclusion suivante. 

Si l'expression (2.) est un multiplicateur de l'^quation diflförentielle 
(1.), u u Ui,...u n sont des integrales particulteres de cette £quation. 



3. 

Procede peiwettant d'augmenter les exposants du multiplicateur. 
Introduisous les notations suivantes: 

(6.) * T G/) = ö/-0 (y- »0 - Q/-<0, 

(7.) Uy)=F^)^ a 0^ 

(8.) F 2 (y) = F(^^ a ^. 

Supposons que nous ayons trouv£ la Solution la plus g£n£rale da 
probl^me £nonc£ dans le § 2 et soit (2.) un multiplicateur de l^quation (!.)• 
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Je dis qn'on peut former une £qnation tr&s simple dont le multiplicateur 
soit aus8i 6gal ä (2.). Soit v une fonction arbitraire de la variable x. 
Consid£rons l'&juation difförentielle suivante 

d{vF(y)R(y)\=0. 

En divisant par Ä, eile prend la forme 

'(9.) {FM^-vF^ydx+vF^dy-O. 

Cette £quation admet le multiplicateur (2.). Retranchons maintenant l^quation 
(9.) de l^quation (1.); ü viendra 

(10.) My)-* 1 ^ + vF 2 (y)\ dx+ [NW-vF^)] dy = 0. 

L'£quation diflförentielle ainsi obtenue admet aussi le multiplicateur (2.). 

Or on peut choisir v de teile fagon que la fonction qui multiplie dy 
dans (10.) devienne divisible par y — m-,. II suffit pour cela de faire 

an v= N <*) 

Observons maintenant qu'en vertu du th£or6me du § 2 la fonction 
y = u x est une integrale particultere de Töquation (10.), et comme la fonction 
qui multiplie dy est divisible par y — u n il en est de raerae de la fonction 
qui multiplie dx dans (10.). Si donc on remplace v par Texpression (IL), 
T^quation diff&entielle (10.) sera divisible par y — u x . Posons 

__ AJW-FQÜp+vF^) __ N(v) _ vF(v) 

(12.) M® = ^ , N(y) = »±V-^M, 

Les fonctions ainsi döfinies sont enti&res par rapport ä y. II en rfoulte que 
l'£quation diff£rentielle 

(13.) M(y)8x + N(y)dy = 

admet le multiplicateur 

(14.) (y - il,) Ä (y) = (y - ntf^ (</ - «*)"' • • • Of - O"" • 

Donc, si Ton connaft la Solution g£n£rale du probl&me initial; on peut 
trouver la Solution g£n£rale d'un probl&me analogue oü le facteur d'int£- 
grabilite est donn£ par la formule (14). 
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Nos formules ne s'appliquent plus dans le cas (et dans ce cas seule- 
ment) oü «! = — !. Eu eflfet, on aurait alors, en vertu de la formule (7.), 
F l (u l ) = 0, et la fonction v donnäe par la formule (11.) cesserait d'ßtre finie. 

Röciproquement, si Ton connait la Solution g£n£rale du second probl&me, 
on peut en d&luire facilement celle du premier. Les öquations (12.) donnent 
en eflfet 



(15.) 



l^(y)=(y-t«0^(y)+«^(y). 



En portant ces valeurs dans l'äquation (1.), on aura la Solution g£n£- 
rale du premier probl&me. II est ä remarquer que dans les formules (15.) 
la fonction v est une fonction arbitraire de la variable x. 

On voit donc que l'&ude de notre probl^me peut toujours 6tre ramenäe 
ä celle d'un probl&me analogue oü Tun des exposants du multiplicateur est 
augment6 d'une unitä. Tont exposant peut etre augment^ d'une unit£, sauf 
ceux qui sont 6gaux ä — 1. 

En appliquant ce proc£d£ plusieurs fois de suite, on ram&nera notre 
probl&me ä un probl^me analogue, oh les exposants du multiplicateur sont 
augmentös de nombres entiers. Toutefois la pr^caution suivante doit 6tre 
prise: il faat quaucun des exposants entiers et negatifs ne devienne nul 
oa positif. 

En r£sum£, la Solution de notre problöme peut 6tre döduite de celle 
du problöme suivant: 

Trouver la forme generale de tequation differentielle 

(16.) M l (y)dx + N l (y)dy = 

admettant le multiplicateur 

(17.) R x (y) = Qf - u k y^ (y- u 2 y>+>»> .. . (y - O"«*"«, 

oü m i) m 2l ... w n sont des nombres entiers et positifs. Montrons comment 
la Solution g£n£rale du dernier problöme peut £tre d^duite de celle du 
problöme initial et r^ciproquement. 

Supposons que le problöme initial soit r£solu et que nous sachions 
former Tequation diflförentielle la plus g6n£rale (1.) admettant le facteur 
donn<5 (2.). 
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Consid&ons l'öquation diff&rentielle suivante: 

oü p(y) est une fonction enttere de la variable y ) k coefficients ind&er- 
min£s; le degr£ de cette fonction sera d&ermin£ plus loin. En divisant par 
B(y) notre 6qnation deviendra 

(18.) (F d £-F 2V )dx+(F d £ + F iV )dy = 0. 

Cette «Squation admet le multiplicateur (2.). Retranchons l'£quation 
(18.) de (1.); on aura 

(19.) (M-F?£ + F 2 p) dx + tN-F^-F^dy^O. 

Cette derni&re £quation admet aussi le multiplicateur (2.). Essayons de 
d&erminer les coefficients du polynöme p (y) de teile mani&re que Texpression 

(20.) N($ - F(y) *jgÖ - F t (y)j» (y) 

soit divisible par 

(21.) (y - tnr (y - "O- ... 0/ - tO"-. 

Nous obtiendrons ainsi wii + w^-l \-m n öquations alg^briques Unf- 
aires par rapport aux coefficients de la fonction p(y)] il en r&ulte que le 

degrä de p(y) peut 6tre supposö £gal ä m l + m 2 -\ |-?n n — 1. Les 6qua- 

tions alg£briques Unfaires que nous venons d'introduire sont faciles ä former. 
Mais une question se pose: ces £quations admettent-elles une Solution fiuie? 
Si Ton essayait de traiter cette question dans le cas g£n£ral, on arriverait 
ä des formules compliqu^es. Mais le proc£d£ que nous venons d'indiquer 
et qui permet d'augmenter d'une unit6 un exposant du multiplicateur montre 
bien que la restriction imposäe plus haut est la condition n£cessaire et süffi- 
sante pour que la Solution soit finie. II faut et il suffit qu'aucun des expo- 
ßants entiers et n^gatifs ne devienne nul ou positif. 

En choisissant les coefficients de la fonction p (y) de teile mani&re que 
la fonction (20.) admette le multiplicateur (21.), il sera facile de montrer 
que l'£quation (19.) admet aussi le multiplicateur (21.). On posera alörs 

M-F^ + F iP N-F^-F lP 
f22^ A/ = 8 * N- dy 
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Les fonctions M x et N x ainsi d4finies seront enti&res par rapport a ?y. 
En portant les expressions trouvtfes (22.) dans l^quation (16.), nous obtien- 
drons la forme la plus g£n£rale de l'^quation difförentielle admettant le 
multiplicateur (17.). 

Supposons maintenant, r^ciproquement, que nous connaissions la So- 
lution g£n£rale du dernier probteme; montrons comment on pourrait en 
d&Iuire la Solution g£n£rale du problüine initial. 

Nous savons par hypoth&se d&enniner la forme la plus gdndrale de 
l'äqnation difförentielle (16.) teile que son multiplicateur soit dgal k (17.). 
Les Equations (22.) donnent alors 



(23.) 



N= F |2 + F lP + N t (y - m,)" 1 (y - «*)'"* • •• 0/ - «O"* • 



En portant les expressions trouv^es dans l'lquation (1.) nous obtien- 
drons la Solution la plus g£n£rale du probl&me initial. II est k remarquer 
que dans les formules (23.) les coefficients de la fonction p (jf) sont des 
fonctions arbitraires de la variable x. 

4. 

Solution du probleme dam le cas oh tous les exposants du multiplicateur 
sont des nombres entiers negatifs. 

Supposons que l'^quation difförentielle (1.) admette un multiplicateur 

de la forme (2.) ? les exposants a M a 2 , ••• <*„ &ant des nombres entiers ndgatifs. 

LTint^grale comptete de l^quation (1.) s'exprime de la manifere suivante 

fR(y)N(y)8y+f(x) = C. 

La fonction sous le signe / &ant une fonction rationnelle, l'int^grale s'ex- 
prime, comme on sait, par une fonction rationnelle et par un certain nombre 
de logarithmes. On aura donc 

Dans cette £quation la fonction 0(y) est une fonction alg^brique entere 
arbitraire par rapport k la variable y, mais les coefficients de 0(y) sont 
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des fonctions arbitraires de Ja variable x. La fonction F(y) est dornte par 
la formule (6.). 

Puisque la d£riv£e du premier membre par rapport k x ne doit pas 
contenir des logarithmes, les coefficients A^ A 21 ... A n sont des constantes. 

En difförentiant et en divisant par R(y) 1 on aura 

(F^^F 2 e^R'^~- i ^)dx^(F d ^ + FJ + R'- l 2^^)6y = 0, 

V dx l y -US ■ v dy 1 y — u/ J ' 

les fonetions F t (y) et F 2 (y) dtant donn^es par les formales (7.) et (8.). 

Voilk eomment s'exprime la Solution g£n£rale de notre problfcme; 
eile contient une fonction arbitraire et des constantes arbitraires A l} A 2 , ... A n . 



5. 

Probleme fondamental de Korkine. 

Notre probl^me consiste, comme nous l'avons dit, k trouver la forme 
gdndrale d'une dquation diff^rentielle (1.) admettant le multiplicateur (2.). 

Sans donner la Solution g£n£rale de ce probl&me on peut former une 
Iquation diffdrentielle renfermant une fonction arbitraire et teile que son 
multiplicateur soit dgal ä (2.). 

Soit 0(y) un polynöme en y, les coefficients de ce polynöme £tant 
des fonctions arbitraires de la variable x. Consid^rons l'£quation diff^rentielle 
suivante: 

d\F(y)R(y)0(y)\ = O. 

En divisant par Ä(y) 7 on la ram&nera k la forme: 

(24.) (F^-F^dx+iF^ + F^d^O, 

les fonctions F(y), F l (y), F 2 (y) £tant donn^es par les formules (6.), (7.) et (8.). 
L'dquation (24.) admet le multiplicateur (2.). II est Evident que cette 
äquation n'est pas la Solution la plus g£n£rale qu'il s'agit de trouver, mais 
on pourra s'en servir pour simplifier le probl&me. Retranchons l'^quation 
(24.) de (1.); l^quation nouvelle ainsi obtenue admettra encore le multi- 
plicateur (2.). Mais on peut choisir la fonction arbitraire 0(y) de mani&re 
k abaisser le degrd de la fonction qui multiplie dy et le rendre au plus 
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6gal än-2. Supposons en effet que le degr£ de N(jj) soit £gal ä n — 1 + m, 
le nombre m dtant positif ou nul. On aura donc 

Prenons pour Ö(y) un polynöme de degr£ m et soit 

En retranchant l'^quation (24.) de (1.), on abaissera le degrd de 
N(y), si Ton fait 

r = gn 

2a + m + n' 

Le procdd£ ne s'applique pas, si -2a + ra + ?*=0 7 cas exceptionnel 
qui se präsente lorsque la somme des exposants du multiplicateur est un 
nombre entier n^gatif ou nul. On pourra l^viter de la mantere suivante. 

Observons d'abord qu'on peut faire abstraction du cas considdrä dans 
le § 4 oü tous les exposants du multiplicateur sont des nombres entiers 
ndgatifs. On pourra par cons^quent, d'apräs ce que nous avons dit au § 3, 
ramener notre probl&me k un probl6me analogue dans lequel les exposants 
qui ne sont pas des nombres entiers nlgatifs sont augmentäs de nombres 
entiers quelconques. Le cas exceptionnel deviendra un cas ordinaire. 

Nous pouvons nous borner par cons^quent ä consid£rer l'dquation 
diffdrentielle dans laquelle le degr£ de N(y) est dgal k w — 2. En vertu de 
Tdquation (4.), le degrd de M(y) est alors dgal kn-1. Si cette condition 
est remplie, nous donnerons k notre probl&me le nom de probleme funda- 
mental de Korkine. 

Montrons k quoi se ram&ne la Solution du probl&me fondamental de 
Korkine. Soient 

(25.) M(y) =p y«-* + Pl y-* + - +/>-„ 

(26.) N(y) = q {) f- 2 + q x tf~> + ... + <?._,. 

Le probleme revient k d&erminer les coefficiente 2?<m Pn ••• J>»_ii 
q», Ji)... q n -2 en fonction de x de teile mantere que l^quation difflrentielle 
(1.) admette le multiplicateur (2.). 

Nous tirerons d'abord des Equations (5.) les valeurs des coefficiente 
PoiPu •••#.-! en fonction lin&ure de q t) , q x , ... <? n _ 2 . En portant ces valeurs 
dans l f £quation (4.) et en ^galant les coefficients des mSmes puissances 
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de y*) nous obtiendrons un Systeme de (m— 1) Equations diff6rentielles 
lindaires du premier ordre par rapport aux fonctions inconnues q yl , q i} ... q n ^ 2 . 
Nous appellerons equations differentielles de Korkine le Systeme de ees 
Equations Unfaires. Le but de nos recherches ult&ieures est de faire voir 
que les Equations differentielles de Korkine peuvent etre int£gr£es sous forme 
finie k l'aide d'int^grales d&inies. Bornons-nous pour le moment k faire 
remarquer que les integrales contiendront n — 1 constantes arbitraires. On 
en tire la consequenee suivante: 

Supposons que nous ayons resolu le probl&me fondamental de Korkine. 
Pour r&oudre le probteme le plus g£n£ral il faut aj outer ä l^quation diffä- 
rentielle trouväe T^quation diff^rentielle (24.) oü 6{y) est un polynöme en y 
d'un degr£ arbitraire, les coefficients de ce polynöme &ant des fonctions 
arbitraires de la variable x. Par cons^quent: 

La Solution la plus generale da problhne renfei*me une fonction arbi- 
traire et un nombre fini de constantes arbitraires. 



6. 

Integration des equations differentielles de Korkine dans le cas oü Vun 

des exposants du multiplicateur est un nombre entier negatif 

Si l'£quation diff&rentielle (1.) admet le multiplicateur (2.), l'integrale 
compl&te de cette dquation peut etre mise sous la forme 



(27.) fBty)N(y)dy + m = c. 



Supposons que Tun des exposants du multiplicateur (2.) soit un 
nombre entier negatif, «, = — m. Dans ce cas la fonction sous le signe 
dans (27.) peut etre mise sous la forme 

w m -5^ + s-^i + ••■ + ^55 + nv), 

la fonction *F(y) ne devenant pas infinie pour y = u im II vient alors en 
intägrant 



A/4- Nu] 
*) II ne faut pas oublier que -■ est une fonction entiere de la variable y. 
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fR(y)NQ,)dy = 

Ao/)gy- ( -^i ) ^ MOm -, - (w _2x;i,o^ " ,, - +Alog(y " M<) - 

La d£riv£e de cette fonction par rapport k la variable x ne doit pas 
contenir des logarithmes, puisqu'elle est £gale k R(y)MQj) — f(x). Le coeffi- 
cient L x doit donc 6tre £gal k une constante. Pour trouver la valeur de L l7 
il faut prendre la d£riv£e d ordre (?n— 1) de (y - ?^) m R (y) N(y) par rapport 
k */, faire y = ty et diviser le r&ultat par l-2«-(tw — 1). 

On aura ainsi l'^quation suivante: 

(28.) ||Si CV - «0- Ä Q/) N(y) \ y=u = 4, 

i4< &ant une constante arbitraire. 

En rempla§ant dans l^quation (28.) N(y) par son expression (26.), 
on obtiendra une integrale des Equations differentielles de Korkine*) On 
peut en trouver autant qu'il y a d'exposants entiers et n^gatifs dans (2.). 



Recherche dtun Systeme complet tfintegrales des equations 
differentielles de Korkine. 

Soient ct ll a 2) ...a M ceux des exposants du multiplieateur qui ne sont 
pas des nombres entiers negatifs. 

En appliquant le proc&te indiqu£ dans le § 3 nous pouvons ramener 
notre probl&me k un probl&me analogue, oü les exposants a^as, ...<*,, sont 
augmentäs de nombres entiers positifs. 

II en r&ulte que les exposants a^a,, ... a,, peuvent 6tre rendus posi- 
tifs s'ils sont räels, et s'ils sont imaginaires on pourra rendre positives leura 
parties reelles. Supposons que Tequation diff^rentielle (1.) admette le multi- 
plieateur (2.). Son integrale compl&te pourra 6tre mise sous la forme 



(29.) fli(y)N(y)dy = c. 



*) II pourrait arriver que le premier membre de (28.) devienne identiquement 
nul quelles que soient les valeurs de <? >?n ••• ?»-2. Mais ce cas ne saurait se presenter 
si m<^n\ on pourra l'eviter par consequent en augmentant Texposant or t . 
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Pour s'en assurer, il suffit de diff^rentier cette derntere equation; en 
tenant compte de F equation (3.) on obtiendra en divisant par R(y), T^qua- 
tion diffdrentielle (1.). 

D'autre part il a 6t6 etabli dans le § 2 que u l ,u^...v ft sont des 
integrales particulteres de requation diffdrentielle (L), on doit avoir par 
cons£quent 

(30.) f Ui R(y)N(y)dy = A i , c«-*.s....,> 

les quantitds A f etant des constantes arbitraires. Si les parties reelles des 
exposants ct u a 2y ...a H sont positives, les integrales d&inies (30.) ont nne 
valeur finie. 

En remplagant dans les equations (30.) N(y) par sa valeur (26.), 
on obtiendra des integrales des equations diff^rentielles de Korkine. 

On ne saurait obtenir de cette mantäre tontes les integrales des 
equations differentielles de Korkine. II n'est pas permis de faire dans requa- 
tion (29.) y = u f4 + l , ^ +2 , ... u n1 car nos integrales cesseraient d'6tre finies. 
Mais les exposants «,,+,, a H + 2 , ... a n etant des nombres entiers negatifs on 
obtiendra les autres integrales ä l'aide du procede indique dans le § 6: 

(31.) |^r Qf - vjr'RQi) NQ,) | =A y a-^«./.+i ) 

En rempla$ant dans les equations (30.) et (31.) la fonction N(y) par son 
expression (26.), nous obtiendrons un syst&me complet d'integrales des equa- 
tions differentielles de Korkine. 

Kempla^ons dans les equations (5.), (30.) et (31.) les fonctions MQf) 
et N(y) par leurs valeurs (25.) et (26.); tirons de ces equations les valeurs 
de Po,Pi,*"P n -u ?oj ?if- 9n-2; portons les expressions ainsi trouvees dans 
les formales (25.) et (26.); nous obtiendrons alors une Solution comptete 
du probl&me fondamental de Korkine. De la Solution ainsi trouvee on 
pourra deduire celle du probl&me general en appliquant le procede indique 
dans le § 5. 

Nous avoris termine notre recherche. II nous reste ä indiquer les 
cas oü la Solution ne renferme pas d'integrales definies. 

Supposons que tous les exposants soient des nombres entiers, positifs 
ou negatifs« Les fonctions sous le signe y etant des fonctions rationnelles, 



f 
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les integrales (30.) s'expriment au moyen de fonetions alg^briques et de 
logarithmes. On en tire la conclusion suivante: 

La Solution du probleme de Korkine ne contient pas dintegrales definies, 
si tous les exposants du multiplioateur sont des nombres e?itie? % s, positifs 
ou negatifs. 

Supposons maintenant que tous les exposants, sauf un seul (ur n par 
ex.) soient des nombres entiers positifs. Nous aurons alors söus le signe 
dans (30.) le produit d'une fonction alg^brique entifere par (y — ?/-i) ai . Une 
integrale de cette forme s'exprime aussi par une fonction enttäre multipltäe 
par (y-w,)-». 

D'oü la conclusion suivante: 

La Solution du probleme de Korkine ne contient pas dintegrales definies, 
si tous les exposants da multip/icateur, sauf un, sont des nombres entiers 
positifs. 

On peut indiquer d'autres cas oü les int^grations peuvent Strc 
effectuäes. 

Supposons que Tun des exposants (« n par ex.) soit un nombre 

fractionnaire, «!= -, tous les autres exposants dtant des nombres entiers, 
positifs ou n£gatifs. On aura encore des integrales de fonetions rationnelles 
en posant y — tt l = z Y . 

Supposons maintenant qu'on ait deux exposants fractionnaires a x et 
a 2 ayant un meme d^nominateur = 2, tous les autres exposants £tant des 
nombres entiers, positifs ou negatifs. On aura des integrales de fonetions 
rationnelles en posant y -ti l = z 2 (y — ?/ 2 ). 

8. 
Appendice au § 3. 

On a montr£ au § 3 que la Solution de notre probl&me peut fetre 
deduite de celle d'un probleme analogue oü les exposants du multiplicateur 
sont augmentes de certains nombres positifs, mais le r&ultat final que nous 
avons obtenu n'a pas £t£ mis sous la forme la plus simple. Nous avons 
montr6 que la Solution generale du probleme initial s'obtient en ajoutant 
k l^quation (18.) Tdquation diflförentielle (16.) multipltee par un eertain 
facteur. Mais l'dquation diff&entielle (16.) renferme dans le cas g£n£ral 
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wie fonction enttere de degnS arbitraire ä coefficients arbitraires; d'autre part 
l'dquation (18.) renferme aussi une fonction enti£re p(y) de degrd donnä ä 
coefficients arbitraires. II semblerait donc que la Solution g&idrale du 
problöme initial doive renfermer deux fonctions ayant des coefficients arbi- 
traires. Montrons que ces deux fonctions entrent toujours de teile fa§on 
qu'on peut les remplacer par une seule fonction arbitraire. 

Le probl&me initial s'dnonce ainsi: 

Trouver la forme la plus g£n£rale de l'^quation difförentielle 

(1.) M(j,)dx+N(y)dy = 

admettant le multiplicateur 

(2.) ^ Ä(y) =(y -*,)■' 0/-"*)" ... 0/ - O a *. 

Nous avons vu que la Solution de ce probläme peut etre d^duite de celle 
du probl^me suivant: 

Trouver la forme la plus g£n6rale de l^quation diff^rentielle 

(16.) Mi(y)dx + N 1 (y)dy = 

admettant le multiplicateur 

(17.) Äi(y)=(.y- Wi) €l+,NI (3/-^) a^+^,, ... (y-M.) € " + " , "i 

oü m 1 ,7n 2 ,...m n sont des nombres entiers positifs. 

Supposons que la Solution fondamentale du* second probl&me soit 
donn£e par l'£quation (16.). Pour avoir la Solution la plus g£n£rale il faut, 
comme nous Tavons dtabli au § 5, ajouter ä l'£quation (16.) la suivante: 

(32.) (Fg-F t 6)dx + (*% + ZWy-0, 

oü 6(y) est un polynöme de iegri arbitraire ä coefficients arbitraires. Quant 
aux fonctions F t (y) et F 2 (y), elles sont ctefinies au moyen des formales 



Ä.(y) 



F t (y) = F(y)Z«-±^±±, F^F^Z y _ u 



En multipliant la sömme des £quations (16.) et (32.) par * ^ et en ajoutant 
k l'dquation: 

(18.) (F ff - F,p) dx + (F |J. + F iP ) dy= 0, 
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nous obtiendrons, comme nous l'avons montr£ au § 3, la Solution la plus 
g£n£rale du probl&me initial. 

Mais il est facile de montrer qu'en multipliant l^quation (32.) par 
-^~y et en ajoutant le produit ainsi obtenu ä l'lquation (18.), on obtient 
l^quation suivante: 

(33.) (F*£ - F t 0,) d.v + (F *£ + F t 0.) dy = , 

oü 

*.G0=p(y)+7J$«(y). 

On en tire la conclusion suivante: 

Si Ton multiplie par ~A^l l^quation diff^rentielle reprdsentant la 
Solution fondamentale du second problfcme et si Ton ajoute le produit ainsi 
obtenu k l^quation (33.), oü x (y) est un polynöme de degr£ arbitraire et 
k coefficients arbitraires, on obtiendra la Solution la plus g£n£rale du pro- 
blfcme initial. 

II se confirme donc de nouveau que la Solution du probl&ne gdndral 
renferme une seule fonction arbitraire et un nombre fini de constantes 
arbitraires. 

Mais pour que la Solution du probteme initial obtenue par cette 
m&hode soit bien la* Solution la plus g£n£rale et non une Solution parti- 
cultere, il est n^cessaire, ne l'oublions pas, qu'aucun des exposants entiers 
et n^gatifs du multiplicateur (2.) ne devienne nul ou positif (comp, le § 3). 



9. 

Le multiplicateur (y— u) a . 

Consid^rons le cas le plus simple oü Ton demande de trouver la 
forme la plus g£n£rale d'une Iquation du premier ordre admettant le multi- 
plicateur (y—u) a . 

Pour r&oudre ce probteme il faut, d'apräs ce que nous avons dit 
au § 5, former l'^quation diflterentielle 

(34.) d\(y-uy-«0(y)\ = O. 
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En divisant par (y— w) a , on obtiendra l^quation cherch^e 

(35.) \(y-u)™-(a+l)u'0\dx+\(y-u)l? + (a + l)O\dy = O, 

oü 0(y) est un polynöme de degr£ arbitraire et ä coefficients arbitraires. 
Dans le cas oü « est un nombre entier n^gatif, la Solution trouv^e 
ne serait pas la Solution la plus generale. II faudrait alors, comme nous 
l'avons montr£ au § 4, remplacer l^quation (34.) par la suivante: 

En divisant par (y— u) a , on obtiendra l'äquation cherchde 

l(y-'0§|-(«+ i y«-^(y-- M )""" , l^ 

A 6tant une constante arbitraire. 

10. 

Le multiplicateur (y — u) a (y—vy. 

Traitons maintenant le probl&me suivant: 

Trouver la forme la plus g£n£rale d'une ^quation diff^rentielle du 
premier ordre admettant le multiplicateur (y— u) a (]j-v) ß . 

Supposons que les parties reelles des exposants a et ß soient posi- 
tives. Commengons par rfooudre le probteme fondamental de Korkine. 
L'lquation diffdrentielle cherch^e sera de la forme 

(36.) (py+pdc)^+qdy = 0. 

Le probl&me fondamental se ram&ne donc k la recherche des trois 
fonctions p,p x et q. On a, en vertu des Equations (5.), 



(37.) 



(/>«+/>! + <?«'= 



Et d'apres le § 7, le coefficient q est donne* par l'eqaation 
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(38.) qf(y-uyiv-vy>dy=c. 

u 

En posant y—u • + z(v — u), il vient 

f V (y-u) a (y-vydy = (v-ti) a + ß + l f l c ( '(z-iydz. 

u U 

LMnt^grale ctefinie du second membre est une constante. Nous aurons donc 
pour q une expression de la forme 

En portant cette valeur dans les Equations (37.), on en tire les valeurs de 
p et de p x 

p x = A(v — w)" a "^" 2 (v u' — v 1 u) . 

Reste ä porter les valeurs trouv^es de p, p x et q dans l'dquation 
(36.), ce qui donne 

(39.) A{v^uy a -^ 2 \v\y^u)dx^n\y^v)dx + {u^v)dy\^0. 

Teile est la Solution du probl&me fondamental. Pour avoir la Solution 
la plus g£n£rale il faut aj outer ä l'^quation (39.) l'lquation (24), oü 



(40.) 



* 7 =(#-") 0/-<0i 
^i=(«+i)Cy-»)+0»+i)Cy-u) 1 

l F 2 = (a+l)u'Q/-v) + (ß+l)v'(y-u). 



Un fait digne de remarque c'est que la Solution ainsi trouvde reste 
vraie dans tous les cas, ä Texception des deux suivants: 1. celui oh les 
exposants a et ß sont des nombres entiers n^gatifs, 2. celui oü a+ß est 
£gal ä un nombre entier n^gatif. Le premier de ces cas a 6t6 trait6 dans 
le § 4. Occupons-nous maintenant du second. 

On demande de trouver la forme la plus generale de Vequation diffe- 
rentielle du premier ordre admettant le multiplicateur (y—u) a (j/-- *0~ m ~% 
m etant un nombre entier positif. 

Pour r&oudre ce probl&me, formons d'abord une äquation diffdrentielle 
admettant le facteur (y—u) a (y—vy- a . La plus simple parmi ces Equations 
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est celle qui repr&ente la Solution fondamentale: 

i4(t»— u)~ 2 \v'(y— u)8x— ti'(y— v)dx+(u— v)dy\ = 0. 

En multipliant cette dquation par (y — v) w+1 et en ajoutant k l'lqua- 
tion (33.), dans laquelle on a remplacä F, F v et F 2 par leurs expressions 
(40.), oü ß= — m — a, ou obtiendra, en vertu du § 8, l^quation difffrentielle 
la plus g£n6rale admettant le multiplicateur (y— u) a (y— v)- m ~ a . 

«Tai termind l'&ude du probl&me de M. Korkine et j'esp^re Tavoir fait 
d'une maniöre suffisamment compl&te. 
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Sur quelques applications des s6ries ordonnöes 
suivant les puissances du sinus. 

Par M. F. Gomes Teixeira ä Porto. 

1. Soit f(x) une fonction holomorphe dans Taire limine par celle 
des ovales repr£sent£s par l^quation |sins| = c, oü z=*x x -\-iy x et c<l, 
qui a le centre ä Torigine des coordonnäes. Nous avons d£montr6 dans 
un travail publik au tome CXVI, p. 14, de ce Journal, que la fonction f(x) 
peut ßtre d£velopp£e en sfrie ordonn^e suivant les puissances de sina; an 
moyen de la formule 

(1.) f(x)=l A m zm m x, 

oü 

4.-A0), 

2 "~ " ' \2n)\ ' 

_ f^KQ)+^ +1 f^- i KO)+-+sM +1 f'(0) 

2n+i ~ (2n + l)! ' 

S$ rcpresentant la somme des prodnits distincts des nombres 

2 2 , 4 2 , 6 2 ,...(2«-2) 2 , 

pris m a m, et 4»+i la somme des prodnits distincts des nombres 

l 2 , 3 2 , 5 2 ,...(2«-l) 2 , 
pris anssi m a m. 

Nous allons dans ce travail faire application de cette formnle ä la 
d&crmination de quelques integrales dlfinies particulieres et ä la demon- 
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ßtration de quelques relations entre les nombres de Bernoutti et entre les 
nombres d?Eulei % , qui, suivant nous le croyons, n'ont pas encore 6t6 
remarques. 

I. 

Sur quelques integrales definies. 

2. Ou sait que, si la fonction f(x) est d^veloppable en sfrie de la 
forme (1.), on a 

a __ 1 r f(z) cos z dz 
m ^¥htJ sin"'* 1 * ' 

le contour de l'intägration dtant une circonförence de rayou £gal k /?, 
ayant le centre k Torigine des coordonn^es, teile que la fonction consid£r£c 
8oit holomorphe daus Taire qu'elle limite. 
En posant dans cette 6galit^ 

z=ße w , 
on trouve 

/*» f W)w*(ßW ,. _ 2A m n 
J 8in«+ l (/»^) ß ' 

u 

et par conslquent 

J \#ß*\*o— 2cos2(/Scos0) + *-^ sin '] m + 1 ~~2 2m + l ß " 



En supposant maintenant que /(O), /"(0), /"(0), ... sont des quantitfo 
reelles et en posant 

F(%0) = /(/?0 cos (/?0 sin m+1 (/?0 e", 
on trouve 

/■»" [F(id)—F(—id)]dd 

y [^sino_2cos2(^cosÖ) + ^- 2 ^ 8inö ] w + 1 "" ' 

/*• J\F(*0) + F(— id)]dd 

J [fß>i* »— 2 cös2(0co8 0) + e- 2 * » iB •]*•+» 

_ [/ (i ' ) (Q)+^V p - 2) (0)+ - + ■s£~ ,) / a >(0)]« 

~~ "" (2n)!2*/J ' 

10* 
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/ 



*■ [F(id)+F(— %dy\dO 

[ fi 3/9sJnO_2cos2(/*COS0) + «- 2 '» 8ln,, P"+ 2 



(2n + l)!2*»+ 2 /J 
On peut ecrire ces egalites symboliqiiement de la mauiere suivantc: 



/2a 
i 



[F(iO)+F(— id)]dd 



[ 6 2/98lne»_2cos2(/9c08Ö) + «- 2 ^" ln( 'J* , + 1 



/ 



_ r(0)[f\0) + 2'] [/"(0) + 4'] . . . [/'(0) + (2n-2)'] « 
~ (2n)\ 2*' ' ß ' 

■■>* [FCidl + FC—idfidO 



|ytfs!n»_ 2cos2(/?cos (?) + fi- 2 /» 8lu »J 2 " +:8 



, / r (0)[/ r, (0) + i , ][/ c, (0) + 3]-[r(0) + (2»-l)'] * 
(2n+l)!2*"+ 2 ß 



3. Noo8 allons considerer maintenant quelques cas particoliers. 
Soit premierement 

/(*) = l 



cos« 
On a 

1 , , » 1.3... (2n— 1) . 2 , 

= l + -2 — ., , v o — - sin \ x. 

cos« .=! 2.4... 2n ' 

et, par consequent, 

f dz _ . 1.3...(2n- l) 
y 8in 2 -+ , 2 - 2.4... 2n ' 

./ snr n ;s 7 
oo, en poßant z = ß&% 

f" zixi^+We-ioyodO 1.8— (2n— \)n 

o 
r 2n An**(ßer**)j°dd __ 

J [^8ln^_2cO820?CO8Ö) + €r *fl*n*] i U ~ U « 

u 

Si Ton remarque maintenant qu'on a 
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fi — ß sin i fiß sin , *—ß sin fi ß sin 

sin (ße~ i9 )= sin (ß cos 0) ±£ + ; C08 (/? cos ff) ~ — 

i i 

= i I < ^ 8in »-2cos2(/?cos0)+<r 2 '' 8,n< ']* (costw+ «sin»), 

oü 

g— ß sin g/9 sin 

io = arc tang — ^ Ä — ^ cot (/* cos 0), 
on peut encore £crire 

ü [^sintf_ 2cOs2(0CO80) + ^ 8in "] 2 

et par cons£quent 

f" co3[fl + (2w + l>]dfl 1 .3...(2w — 1) n 

J 2 ^±~~ 2 3 ».w! >' 

„ |ytfsin*_ 2cos2(0cos0) + <r- 2 * 8inö ] 2 

/» 2/i 3in[g + (2n+l)fti]dg _ 

On trouve de la mßme mani&re 

/* C03(fl + 2wciQdfl 
[^8in*_2co 8 2 (0CO80) + ^^sin^ - U > 
i) 

r 2 " 8in(fl + 2ttftQrffl _ ft 

J [^atf— 2CO82(/?COS0) + r*****p ~~ 
o 

4. Consid&ons maintenant la fonction 

On a vu, dans le travail pr£c£demment rapport£, que le d^veloppement de 
#** en 8&ie ordonn^e suivant les puissances de sinz est donnä par la formale 

Nous avons donc 

y*z* k coszdz __ ~ . Sa" 
sin 2 »-"* ~^ m (2A+l)(2Ä + 2)...2n' 

*2 2 *cos;sd2 



/ y* cos gqg _ rv 
sin 2 " z ~~~ 
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Mais 

*z 2k coszdz 2k r^" x dz 



Donc 



/z**coszaz __ zfc rz^-'a 
s\n m z "™ m — 1 ./ sin™- 1 * 

8 8 

rz*^dz__ 2i nl&r* i 

./ sin 2 -« ~2k(2k+i)(2k + 2)...(2'n- l) } 

8 

z^dz 



/ 



= 0. 



Eil posant maintenant z = ße? et en employant ensuite une analyse 
semblable ä celle qu'on a appliqule au cas consid£r£ dans le u° pr£c£dent, 
on trouve les rfoultats suivants: 



<*" cos2(k0+nio)d0 __ __ Sfc-** n^ 

<&" sm2(kd + n(o)d0 



f 1 



/sin z {j cv-t-n(o)au ~ 
[^sin^— 2cos2(/?cosö) + e- 2 fi si *°]* ~~ ' 

/ 2n-l "" U > 



/•** 9m[2k0 + (2n—l)(o]d0 _ n 

/ 2^1 — u • 

f, [^ 8 *^— 2cO82(0COS0) + *- 2 * 8taö ] 2 

II convient de remarquer le cas particulier oü &=1. On a alors 

£ä-*> = 2 2 .4 2 .6 2 ...(2tt-2) 2 , 
et, par cons^quent, 



/ 



* n cos2(0 + nw)d0 [(»— 1)!]' Jü 



^8intf_2 c o82(^co8Ö) + 6-^ sinö ]" 2(2n— 1)! 0' 



f /<?'• 



5. On consid&re de la mßme mani&re la fonction # 2 * +1 , dont le 
d^veloppement ordonn£ suivant les puissances de sin#, donn£ dans le travail 
pr£c£demment indiqu£, est le suivant: 

^ +l = sin 2 * +, 4l+ i /QL^ox/oi.lffi /9 ^ rin 2 *'-»^]. 
L n^+i(2* + 2)(2A; + 3)...(2w + l) J 
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On a d'abord 

/ z 2k + } co8zdz _~ . 4»+? 
sin 2 «* 2 * ~^ 7l (2* + 2)(2* + 3)...(2n+l)' 



/2 2 *+* cos zdz 
sin 2n+1 2 



= 0. 



La premtere £galit£ donne ensuite 

r z*dz _2 n + l r&^coszdz^ g . (2» + l)«fcff 

y 8m*+ l «"~2ib+l y sin 2 »+ 2 * (2A + 1)(2A+ 2) ...(2n + l)' 

« » 

et, par cons^quent, 



r 



o 



(2n+l)a£# 



~2*»+>(2/fc+l)(2/fe-|-2)...(2n + l) 0»+» ' 
On trouve, an moyen de cette egalitl, les resultats snivants: 
/*• co8[(2*-J-l)fl + (2w + l>] d 



2»+l 



«("-*> 



Wl « 



2 2 "(2/fc + l)(2/i; + 2)...2n 0»+ 11 
/-»» 8in[(2*+l)0 + (2n + l)<o]<ffl _ ft 

/ 2n-H — U * 

u [g'/ J »in#_2co82(|Scosö) + c- 2 / }slu< '] 2 
On trouve aassi 

/■»» CQB[(2k + l)O + 2nw]d0 ft 

J [e*fi°to<>—2cos2(ßcos6) + e- 2 ß° i «<>Y~ ' 
u 

/•'» sin[(2/;-f l)fl + 2no] rfg ft 

7 (^»m<'-2co82(^cos(?) + «-»*•!■«]• ~~ 

Les formnies obtenues au n". 3 sont comprises entre celles qu'on 
vient de trouver, comme on peut le voir en posant k = et en ayant egard 
a l'egalite" 

4;) +l = 3 2 .5 2 .r...(2n-l) ? . 
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Sur quelques relations entre les nombres de BernoulK et entre 
les nombres <T Euler. 

6. Appliquons la formule (1.) k la fonction -^ 
Comme on a 



sin x 



flö) = l, A0) = 2(2-l)5„ ^(0) = 2(2 3 -l)^,.. 
/ p ">(0) = 2(2 fc --l)Ä h _ l 



et 



8in*" +1 x. 



f (0) = f" (0) = - • = / (S - 1) (0) = , 
J5 M J5j, J5 5 , ... representant les nombres de BernouUi, on trouve 
x = sin # 

. o Ä (8«-»- !)&. -, + S£ } (2*-» -!)£,.-, + • • • + M r' ) (2-1) ß t 
+ ^ __ 

Mais, on a 

. « 1.3.5...(2n— 1) . ,„.. 

En cömparant ces deux resnltats, on obtient la relation de recurrence 
entre les nombres de BernouUi: 

( 2 j _ [1.3.5...(2n— 1)]' 

~ 2(2n+l) 

II resulte imm&liatement de cette identitl la representation suivante 
des nombres consideres an moyen d'un determinant: 



#*.-i = 



2(2 2 - 1 — 1) 



oü 



Ulln— l &2n ^2» 
^2»— 3 1 ^2(«— 1) 

«».-. 1 



u. 







°2(il-l) 
V(«-3) 

2(«-a) 



1 



_ [1.3...(2n-l)]' 
2n + l 



_ [1.3...(2n-3)]' 
2n— 1 



^.-1— i o- _i_ 1 ~» M 2»-3 — ^ 9^ i ~fM Wl — «• 



1 

3 
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En posant 

*L-i = (2 2 *- 1 - 1) **-, , ß 2n _ 3 = (2 2 - 3 - 1) ß 2n _ 3 , . 
on peut £crire symboliquement la formale (2.) de la mani&re suivante: 

£'[/i' 2 +2 2 ] [i?' 2 +4 2 ] ... [B»+(2n-2y] = \u 2n _ x , 

oü on doit remplacer, apr&s les multiplications, les exposants des puissances 
de B r par des indices. 

7. En partant de la fonction tangx et en employant une analyse 
semblable, on trouve une autre relation de r^currence entre les nombres de 
Bernoulli et une autre expression au moyen d'un d&erminant des m&nes 
nombres, oü figurent les quantit^s repr£sent£es par £&+i* 

On a, en effet, 

r(0)== 2(2^-1) 5> ^^o).^)^,,,,^.^^, ^ 1 ^- !)^, 

f(0)=r(o)=-..=r\o)=o, 

et, par cons^quent, 



22n+2_l 



92» 1 

»-1 ~ ± 



^^-^---B^ + ^^^^s^^^ 



n + 1 



tang x = jj;— 
Mais, d'un autre cöt£, on a 



k 2 8 — 1 

1~ Wr 



(2n + l)! 



sin 2 ^ 1 .*'. 



En comparant les deux d^veloppements on trouve la relation de 
r^currence 



(30 
dont on tire 



2 2w+1 ■ ~+7 A B >n+* + 2 2 "- 1 Ä— ~ l Sn-i + - + 24SU - 2 ---- 1 B t 



= [1.3.5...(2n-l)] 2 (2n+l), 



B 2m +i = 



n+1 



'2»+l 



22»+i(2 2 (»+o_i) 



u 2n—l ö 2n+l Ä 2nH 



"2.-J 



^2w-5 



+1 

od) 
& 2n-l 









1 





o(») 

Ä 2n + 1 

o(n-l) 
ö 2n-l 

otn-2) 
*2n-3 
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OÜ 

^n-i = [1.3.5...(2n-l)] 2 (2n+l), v 2n _, = [l.3.b ...(2n-3)] 2 (2/i- 1), .... 

En posant 

„ _ 2*»-"(* 2(w - H) -l) o R n _ 2^(2^-1) „ 

**2«+l — n+1 2n+1 ' n 2n-\ ~ ~ ^>2n-l ? • • • 

on peut £crire, symboliquement, la relation (3.) de la mantäre suivante: 

B" [B m + l 2 ] [B m + 3 2 ] . . . [£" 2 + (2n - 1) 2 ] = t^, 

oü on doit, comme pr£c£demment, remplacer, apr&s les multiplications, les 
expo8ants de B" par des indices. 

8. On peut trouver encore une autre relation interessante entre les 
nombres de Bernoulli en partant du d^veloppement suivant de x cot x, qu'on 
obtient au moyen de la formule (1.): 

»=i (2n)! 

et en le comparant an deVeloppement suivant: 

i « 2.4.6 ...(2n— 2) . 2n 
x cot x = 1 - £ t mb ^ n+ T f «n**, 

que nous allons d&nontrer. 
Posons 

x cot x ss jg 1 .4 2n sin 2n # 
et, par cons£quent, 

2 C0t2 C082 C0S2 



S j n 2fH-l 2 sin 2 * 4 " 1 2 n "o 



jM 2 «sin 2n £, 



et int^grons les deux membres de cette £galit£ le long d'une circonf&ence 
s ayant le centre k l'origine des coordonn^es et dont le rayon soit assez 
petit pour que cette s£rie soit convergente dans l'aire que la circonffrence 
limite. Puisqu'on a 

/coszdz A , ... 
sin m £ 1 v <^ / 

et 

^coszdz 



/ — = 2l7l, 
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on trouve ainsi 



a 1 rzcotzcoszdz 



sin 2n+, 2 



Mais, nou8 avons 



»zcotzcoszdz 



zdz 



/zcotzcoszaz __ r zaz r 

sin*^ 1 « ~7 sm 2n+2 z ~J \ 



zdz 



et, puisque 



et, par cons£quent 



nous avonß aussi 



Donc 



»=2 13 ...(2n — 1) n ' 

» 2.4... (2n— 2) . 2n ^ 
^ = CO80 £ l.3...(2n-i r in Z \ 

r zdz _ 9 . 2.4...(2n— 2) 
7 sin 2 » 2 ~ Jm l.3...(2n— 1) ' 

/zdz _o • 2.4... 2n 
* 

j 1 /'zcotzcoszdz _ 2.4... (2n — 2) 

2n ~2utJ sin 8 -* 1 « 1 Xö...(2»+T) ' 



Le deuxieme developpement de a; cot x prec£demment iiidique" reralte 
imm&liatement de cette egalitä, et, en le comparant au premier, on trouve 
la relation 

2* £,,_, + Sfi? 2 a( "- ,) £,„_, + - +S<r» 2*5, 

= (2.4.6...(2«— 2))'2n 
2n+l ' 



(40 
qui donne 



Bln-\ = 



2 l - 



Ihit—* 1 ^2(11—1) 

?<,,_6 1 



U„ 







st* 
Sfc3, 



oü 



_ (2.4...(2n-2))'2n _ (2.4... (2n-4))'2(n- l) 2 

^ B - 2- 2n + l » 2 — * 2n— 1 » ••• «u 



3' 
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9. On peut trouver pour les nombres d' Euler des relations analogues 
k celles qu'on vient d'obtenir pour les nombres de Bernoulli. 

En effet, en repr^sentant ces nombres par i? 2 , Z? 4 , 2£ fi , ..., on a 



(5.) 



cos# 2! 4! 6! 



et, par cons^quent, en appliqaant la formale (1.) ä la fonction — , on 



C08J?' 



trouve 



cos« J=i (2»)! 

Mais, d'un aatre c6te\ on a 

1 . , 1 . j , , 1.3...(2n— 1) . ,. , 
cos« 2 2.4... in 



Donc nous avons la relation de recnrrence suivante entre les nombres 
ä'Euler: 

(6.) E 2B +-S?2^ (n _ 1) +... + ,b , ir ,) ^ = [1.3.5... (2n-l)]\ 
dont il r&ulte l'expression, an moyen d'un determinant, des memes nombres : 

fl 2»-l ^2« "2» 
fl2„_3 1 $%_ 1) 

02,_ 5 1 



E,.= 







sfr*> 

sr-% 



oü 



a,„_ 1 =[1.3.5...(2n-l)] J , a 2n _ J = [1.3.5...(2n-3)] 2 ,... 



sin« 



10. Considerons encore la fonction - t~> pour trouver nne autre 



COS X ' 



relation entre les nombres ÜEuler, oü figurent les nombres repr£sent&» 
Puisque 



par 5«, 



sin^r 
cos 



L x 17» i -^i J i ^« •» ■ 



on a 



/(0)=0, f(0)=E 2 , /"(0)=0,.../<»(0) = O f r" +,) (0) = J B 1 „ +a , 
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et, par cons^quent, 



C08 'X „«u 

Mais on a aussi 



sin* ± ^ n ^ 8 ^ 2n \[\' + ^^ 



(2n + l)! 



Donc 



(7.) 



sin 2 . , • 3 . • S i 

— — = sin# + sin 3 # + sin ö # + « 
cos x 



^2„ + 2+4i ) + i^ + - + Ä^ 2 = (2n+l)! 



et 



^2n+2 = 



(2/1+1)! *&, «Vi 

(2n-l>! 1 4?-i 
(2n-3)! 1 











*2n-f-l 

Ä 2n— 1 

<f(»-2) 
Ä 2»~3 



Les formales (6.) et (7.) peuvent 6tre äcrites symboliquement de la 
mani&re saivante: 

^ 2 [^ 2 +2 2 ][£ 2 +4 2 ]...[^ 2 +(2n~2) 2 ] = [1.3...(2n-l)] 2 , 
E 2 [E 2 + V] [£ 2 +3 2 ] ... [E 2 +(2n-l) 2 ] = (2n + 1)! 

11. La m&hode qu'on vient d'employer pour trouver quelques relations 
entre les nombres de Bernoulli et & Euler donne aussi des relations entre 
les nombres repr£sent£s pr£c6demment par S$ et 4»+i* Nous indiquerons 
ici la suivante 

Ä 2i»+1 A 2n+1 T^ Ä 2»-H X A — V , 

qui r£sulte d'appliquer les formules (1.), (2 .) et (3.) k la fouction sin x, 
et la suivante: 

qui rfoulte d'appliquer les m6mes formules k la fonction cosa; et de com- 
parer le r£sultat au d£veloppement 



co8#=l — -«sin 2 ^- 



1.3 



ix^ 8ln *-r^x^ 8in *- 
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Berichtigung betr. die Auflösung der ttosaedergleichung durch 
elliptische Modulfunktionen. 



In der Formel (3.) auf S. 154 des 129. Bandes maß es statt g*» heißen — q'\ also 

Vik'n 
x = — q'> 



Der Fehler befindet sich bereits in meinen Vorlesungen über das Ikosaeder S. 132; in 
meinen früheren Publikationen, sowie in Klein-Fricke: Modulfunktionen (Bd. 2, S. 383), 
sind die Formeln richtig. Vergl. Scheibner „Zur Auflösung der Ikosaedergleichung" in 
den Berichten der math.-phys. Klasse der kgl. sächsischen Gesellschaft d. W. vom 
4. Dezember 1905. 

Klein. 
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T?ine bedeutende Verbreitung haben die Lehrbücher der Mathematik von 

Professor Dr. Spieker gefunden; sie werden an 6tWft OOO 

deilt^Cheil ScllUleil benutzt. Die allgemein als vorzüglich 
anerkannte methodische Anordnung, die knappe, klare Form und die zahlreichen 

gut ausgewählten Übungsaufgaben sind die Ursachen dieses JjjrOSS" 

artigen Erfolgen. Wir führen folgende Ausgaben: 



1. Lehrbuch der ebenen Geometrie 

mit Übungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 
Ausgabe A. 28. Aufl. 162. -171. Tausend. 
18 Bog. Mk. 2.fj0, geb. Mk. 3.—. 
Diese Ausgabe ist besonders für Realgymnasien 
und Oberrealschulen bestimmt; sie schließt mit den 
metrischen Relationen der Figuren am Kreise ab. 
Ä. Lehrbuch der ebenen Geometrie 
Ausgabe A. 3ter und 4ter Kursus, Separataus- 
gabe. 6V2 Bog. Mk. 1.20, geb. Mk. 1.60. 

3. Lehrbuch der ebenen Geometrie 
mit Übungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 
Ausgabe B für mittlere Klassen. 10. Aufl. 35. bis 
39. Tausend. 12 Bog. Mk. 1.75, geb. Mk. 2.20. 

Diese Ausgabe, welche mit den metrischen 
Relationen am Dreieck abschließt, ist für Real-, 
Bürger- und Mittelschulen bestimmt. 

4. Lehrbuch der ebenen Geometrie 
Ausgabe C. Für abgekürzte Kurse. 3. Aufl. 5. und 
6. Tausend. 13 Bog. Mk. 2.—, geb. Mk. 2.50. 

Ausgabe C lehnt sich an den neuen Lehrplan 
an, bietet den Stoff der Ausgabe A in etwas ge- 
kürzter Form und wird viel von Gymnasien benutzt. 



5. Iiehrbuch der ebenen und sphä- 
rischen Trigonometrie mit Übungsauf- 
gaben für höhere Lehranstalten. 6. Aufl. 12. bis 
14. Tausend. 10 Bog. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.80. 

6. L,ehrbuch der Stereometrie mit 
Übungsaufgaben f. höhere Lehranstalten. 4. Aufl. 
7.— O.Tausend. 7 3 ,4Bog. Mk. 1.60, geb. Mk.2.—. 

Sämtliche Ausgaben sind mit vielen in den 
Text gedruckten liguren von großer Anschaulich- 
keit versehen. 

7. Lehrbuch der Arithmetik und Al- 
gebra mit Übungsaufgaben für höhere Lehran- 
stalten. Teill. 5. Aufl. 9.— lO.Tausend. liWiBog. 
Mk. 2.—, geb. Mk. 2.50, Teil II 5. Aufl. 9.— 10. 
Taus end. 10 Bog. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.80. 

W Zur Prüfung behufs Einführung werden 
obige Bücher stets unentgeltlich abgegeben. 

8. Kurze Anleitung zum Lösen der 
Übungsaufgaben des Lehrbuchs der ebenen 
Geometrie. 3. Aufl. Mk. 1.20, kart. Mk. 1.40. 

Diese Anleitung bezieht sich auf die Ausgaben 
A, B u. C und ist so gehalten, daß sie auch Schülern 
unbedenklich in die Hand gegeben werden kann. 



Sonstige mathematische Werke: 

W.Adam, Geometrische Analysis und 

Synthesis. Sammlung von 636 planimetri- 

schen Konstruktionsaufgaben mit rein-geome- 
trischer Lösung. 2. Aufl. brosch. Mk. 4.- --, geb. 

Mk. 4.40. 
Dr. O. Janisch, Aufgaben aus der 

analytischen Geometrie d. Ebene, 

mit den Resultaten für höhere Schulen und 

zum Selbstunterricht. Mit 174 Fig. 200 Seiten. 

Mk.3.— , geb. Mk. 3.30. 
Dr. H.Funke, Die analytische u. pro- 

jektivische Geometrie der Ebene, 

die Kegelschnitte auch nach der Methode der 

darstellenden und der elementar-synthetischen 

Geometrie mit Übungsaufgaben für höhere 



Lehranstalten und für den Selbstunterricht. 108 
Seiten. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.70. 
Willi. Janisch, Geometrische Auf- 
gaben zur Lehre von der Proportionalität der 
Größen. (Streckenteil ung, vierte und mittlere 
Proportionale, Ähnlichkeit d. Figuren, Strecken 
am Kreise, stetige Teilung.) 6V4 Bog. Mk. 1.60, 
geb. Mk. 1.75. 

Der Verfasser hat seine Aufgabensammlung 
im unmittelbaren Anschluß an den Unterricht und 
von dem Grundsatze aus gesammelt, daß das Neue 
geübt und das schon Dagewesene dabei wiederholt 
werden müsse. Die Lösungen der Fundamental- 
aufgaben zeigen z. T. neue, infolge ihrer Einfach- 
heit höchst elegante Konstruktionen. 



Sonstige wissenschaftliche Werke: 



Professor E.Httusser, Lebend. Gram- 
matik. Schulmethode für die lebenden 
Sprachen. Separatabdruck aus der Zeitschrift 
„Der Unterricht". 35 Seiten, 80 Pf. 
Der Verf. tritt in seiner Abhandlung für eine Ver- 
schmelzung der älteren mit der jetzigen Methode in 
d. Behandlung der modernen Fremdsprachen ein und 
hat mit seinen Ausführungen vielen Beifall gefunden. 
Direktor Prof. Hermann Schütz, &o- 
phokleische Studien. Krit. - exegetische 
Untersuchungen der schwierigeren Stellenin den 
Tragödien des Sophokles. 452 Seiten. Mk. 2.—. 
Der Verfasser hat in seinem Werke die Erfah- 
rungen einer zwanzigjährigen Tätigkeit niedergelegt 
u. erleichtert mit seinen Aufzeichnungen wesentlich 
das Verständnis der schwierigeren Stellen. 



Oberlehrer Dr. Fr. Jahn, Das Pro- 
blem des Komischen in seiner ge- 
schichtlichen Entwicklung. 8 l /2Bog. 
Mk.2. -geb. Mk.3.-. 

Des Verfassers Arbeit ist eine höchst verdienst- 
volle. Sie zeichnet sich durch vorzügliche Gruppie- 
rung, reiches Quellenmaterial und zweckmäßige 
Gegenüberstellung der verschiedenen Theorien auf 
diesem Gebiete aus. 

Direktor Dr. II. Walsemann, Bf etho- 

disches Lehrbuch der Psychologie. 

12V2 Bo<r. Mk. 2.50, geb. Mk. 3.—. 

Dieses Lehrbuch bringt die neuesten Erfahrungen 

und Anschauungen zur Geltung und hat sich schnell 

und gut eingeführt. Von Fachleuten sind seine 

Vorzüge in warmen Worten anerkannt worden. 



A. Stein'» Verlagsbuchhandlung, Potsdam. 
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Neuere Erscheinungen. 



Biermann, Prof. Dr. Otto, Vorlesungen 
Aber mathematische Nähe- 
rungsniethoden. Mit 35 Abbil- 
dungen. M. 8. — , geb. in Lnwd. M. 8.80. 

Dedekind, Prof. Richard, Stetigkeit 
und irrationale Zahlen. 3. Auf- 
lage. M. 1. — . 

Dirichlets, G. Lejeune-, Vorlesungen 
Aber die Lehre von den ein- 
fachen und mehrfachen be- 
stimmten Integralen. Heraus- 
gegeben von G. Arendt Mit Abbildungen. 
M. 12.—, geb. in Lnwd. M. 13.—. 

— Vorlesungen Aber Zahlen- 
theorie. Herausgegeben und mit Zu- 
sätzen versehen von Prof. R. Dedekind. 
4. umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
M. 14.—, geb. in Halbfrz. M. 16.—. 

Fricke, Prof. Dr. Robert, Hauptsätze 
der Differential- und Integral- 
rechnung als Leitfaden zum Gebrauche 
bei Vorlesungen zusammengestellt. 4. Auf- 
lage. Mit 74 Figuren. M. 5. — , geb. in 
Lnwd. M. 5.80. 

Gfißfeldt, Prof. Dr. Paul, ttrundzüge 
der astronomisch - geogra- 
phischen Ortsbestimmung auf 

Forschungsreisen und die Entwicklung der 
hierfür maßgebenden mathematisch-geo- 
graphischen Begriffe. Mit 95 Abbildungen. 
M. 10.—, geb. in Halbfrz. M. 12.—. 

Klinkerfues, Prof. Dr. W., Theoreti- 
sche Astronomie. 2. neu bear- 
beitete und vermehrte Auflage von Dr. 
H. Buchholz. Mit dem Bildnis des 
Verfassers und in den Text eingedruckten 
Abbildungen. M. 34. — , geb. in Halbfrz. 
M. 36.—. 

Kneser, Prof. Adolf, Lehrbuch der 
Variationsrechnung. Mit 24 Ab- 
bildungen. M. 8. — , geb. in Lnwd. M. 9. — . 

L&ska, Dr. W., Sammlung von For- 
meln der reinen und ange- 
wandten Ilathematik. Mit 3 Taf. 
M. 26.—, geb. in Halbfrz. M. 28.—. 

Logarithmen, Tier- und fünf- 
stellige, nebst einigen physikalischen 
Konstanten. Kartoniert M. — .80. 



Marcuse, Dr. Adolf, Handbuch der 
geographischen Ortsbestim- 
mung für Geographen und Forschungs- 
reisende. Mit 54 Abbildungen und 2Stern- 
karten. M.10.— , geb. in Halbfrz. M. 12.— . 

Schlömilch, Prof. Dr. Oskar, Compen- 
diuiu der höheren Analysls. 

2 Bände. I. Band. 5. Auflage. M. 9.—, 
geb. in Halbfrz. M. 10.50. II. Band. 
4. Aufl. M. 9.—, geb. in Halbfrz. M. 10.50. 

Schwalbe, Prof. Dr. Bernhard, Orund- 
rlss der Astronomie, beendet und 
herausgegeben von Prof. Dr. II. Böttger. 
Mit einem Lebensbild des Verfassers von 
Dr.E.Schwalbe. Mit 170 Abbildungen u. 
13 Tafeln. M. 6.—, geb. in Lnwd. M.7.— . 

Thomson, Prof. J. J., Elemente der 
mathematischen Theorie der 
Elektrizität und des Magne- 
tismus. Autorisierte deutsche Ausgabe 
von Prof. Gustav Wertheim. Mit ^Ab- 
bildungen. M. 5. — . 

Vogler, Prof. Dr. Chr. August, Grund- 
züge der Ausglelchungsrech- 
nung. M. 6.—. 

Weber, Prof. Heinrich, Lehrbuch der 

Algebra. 2 Bände. 2. Auflage I.ßand. 
M. 10.—, creb. in Halbfrz. M. 11.60. 
II. Band. M. 12.—, geb. in Halbfrz. 
M. 13.60. 

— Die partiellen Differential- 
Gleichungen der mathematischen 
Physik. Nach Riemanns Vorlesungen 
in 4. Auflage neu bearbeitet. Mit Ab- 
bildungen. I. Band. M. 10. — , geb. in 
Halbfrz. M. 11.60. II. Band. M. 10.—, 
geb. in Halbfrz. M. 11.60. 

— Elliptische Funktionen und 
algebraische Kahlen. Akade- 
mische Vorlesungen. M. 13. — . 

Wertheim, Prof. Gustav, Die Arith- 
metik des Elia Mlsrachi. Ein 

Beitrag zur Geschichte der Mathematik. 
2. verbesserte Auflage. M. 3. — . 

— Anfangsgründe der Zahlen- 
lehre. Mit den Bildnissen von Fermat, 
Lagrange, Euler und Gauß. M. 9. — , geb. 
in Lnwd. M. 10. — . 



Zu beziehen durch alle Buchhandlungen. 
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Über zyklische Gleichungen. 

Von Herrn F. Mertens in Wien. 



1. 

In dem folgenden ist ein Beweis des Kroneckerschen Satzes*) ent- 
halten, daß die Wurzeln jeder rationalzahligen zyklischen Gleichung rationale 
Verbindungen von Einheit 8 wurzeln sind. Derselbe ist eine Umarbeitung und 
Ergänzung eines in den Sitzungsberichten der Wiener k. Akademie**) mit- 
geteilten Beweises. 

Die ersten Beweise des genannten Satzes verdankt man den Herren 
H. Weber***) und D. Hübert.f) 

2. 

Unter einer zyklischen Funktion von n Größen x t) , # n ... soll eine 
ganze rationalzahlige Funktion derselben verstanden werden, welche bei der 
Ersetzung von #u,#i, ...#«_i durch x u # 2 , ... x ti identisch ungeändert bleibt. 
Eine rationalzahlige Gleichung wird zyklisch genannt, wenn die zyklischen 
Funktionen ihrer Wurzeln bei einer bestimmten Anordnung derselben, welche 
schon in der Angabe dieser Wurzeln angedeutet wird, rationale Zahlen sind. 

Sind #u, #!,... die Wurzeln einer zyklischen Gleichung, c«,a/, ... die 
von 1 verschiedenen /i-ten Einheitswurzeln und setzt man 

L (x) = x {) + x n ~ l x x + a?~ 2 x 2 + ••• +x x n _ x , 

so sind Z(a>),Z(a/), ... die Lagrange&chen Resolventen der Gleichung. 



*) Monatsberichte der Berliner Akademie 1853. 
**) Sitzungsberichte, mathem.-naturw. Klasse, Bd. CXIV. 
***) Acta mathem., Bd. 8. Lehrbuch der Algebra, Abschnitt 23. 
f) Nachrichten der Ges. der Wiss. in Göttingen, 1896, Heft 1. Die Theorie der 
alg. Zahlkörper, Kap. XXIII. Jahresbericht d. Mathem. Vereinigung IV, 1894/95. 
Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 2. 13 
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Ein Potenzprodukt 

L (x) a > L (x 2 )* ...L (x n - l ) a »-i , 

dessen Exponenten der Kongruenz 

«i + 2a 2 H (- (n — 1) a n _ x = (mod n) 

genügen und welches allgemein mit P(x) bezeichnet werde, ändert sich bei 
einer zyklischen Vertauschung von x {)1 x 1 ,... nur um eine durch #* — 1 teil- 
bare ganze Funktion von x. Sein Rest in bezug auf den Teiler af— 1 
hat demnach zyklische Funktionen von # u , x u ... zu Koeffizienten bei 
af\ x, ... zf 1 " 1 und ist demzufolge eine ganze rationalzahlige Funktion von x. 
Hiernach sind bei einer zyklischen Gleichung alle Ausdrücke von 
der Form 

in welchen die Summe auf alle primitiven n-ten Einheitswurzeln w zu be- 
ziehen ist, und die Wurzelsumme L(l) rationale Zahlen. 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn es seien /' irgend 
eine zyklische Funktion von # ,# M ... und w eine beliebige primitive n-te 
Einheitswurzel. Ersetzt man x { durch 

^(L(l) + w t 'L(w) + ... + a> (n - l)l 'L(w"- l )) ? 

so erscheint /' als Summe von Ausdrücken von der Form 

& (o>) L (a>Y> L «y . . . L (ü/- 1 ) "- 1 , 

wo #(<") eine ganze rationalzahlige Funktion von cd und L(l) bezeichnet 
Da diese Darstellung in #„,£,,... identisch ist und der vorstehende Ausdruck 
bei Ä-maliger zyklischer Vertauschung dieser Größen in 

übergeht, so fallen aus der Summe der Resultate, welche den Werten 
0, 1, ... n — 1 von k entsprechen, alle Glieder heraus, in welchen a 1 +2a 2 + ,## 
kein Vielfaches von n ist, und /* nimmt die Gestalt 

an. Diese Gleichung gilt für jede primitive n-te Einheitswurzel co. Summiert 
man daher über alle diese Wurzeln und dividiert durch y(n), so erscheint 
r als rationalzahlige linear-homogene Funktion von Ausdrücken L(l) m S. 
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Sind L'(wl) } L"(a>) die Resolventen zweier zyklischen Gleichungen 
n-ten Grades 

/i = f / 2 = 0, 

und stellt man die Gleichung desselben Grades auf, deren Wurzelsumme 
eine beliebige rationale Zahl und deren Resolventen die Produkte Z/(a>)Z/ f (cw) 
sind, so erhält man eine zyklische Gleichung, welche nach Kronecker*) aus 
den vorstehenden Gleichungen zusammengesetzt heißt. 
Ist 

A = o 

eine zyklische Gleichung n-ten Grades mit von verschiedenen Lagrange- 
schen Resolventen und 

irgend eine zyklische Gleichung desselben Grades, so gibt es eine zyklische 
Gleichung n-ten Grades mit beliebiger rationaler Wurzelsumme, welche mit 
der ersten Gleichung zusammengesetzt die zweite ergibt. Sind Z/(w),Z/'(a>) 
die Resolventen der gegebenen Gleichungen, so genügt es, diejenige 
Gleichung n-ten Grades aufzustellen, deren Resolventen die Quotienten 
-fij-r sind und deren Wurzelsumme mit der der zweiten Gleichung tiber- 
einstimmt 

Es seien # , x u ... die Wurzeln einer zyklischen Gleichung n-ten Grades, 
deren Resolventen alle von verschieden sind, und n = )j,v. Sind u^u u ... 
Unbestimmte und setzt man 

so können die Ausdrucke 

U a -U b , 20)-'"' U hy (A-0,1,...,.- 1) 

nicht identisch in iiv,u u ... verschwinden, wo a, b nach fi inkongruente 
Zahlen und (o eine beliebige von 1 verschiedene n-te Einheitswurzel be- 
zeichnen. Denn der erste Ausdruck geht nach Ersetzung von u u , u t , ... 
durch die Potenzen 1, ß~\ ß~~ 2 , ... einer primitiven n-ten Einheitswurzel ß 
in die von verschiedene Größe (ß a —ß b )L(ß), der zweite nach Ersetzung 



*) Sitzungsberichte der Akad. d. Wiss. zu Berlin 1882. 

13* 
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von Mo, tt-i... durch 1, w" 1 , a/~ 2 , ... in fiL(w!) Über. Dasselbe gilt von dem 
Ausdrucke 

2iar h U h = L (oj) J£u) h u h . (a=o,i,...h-i) 

Es können daher für ?/„,?/ n ... ganze Zahlen 4 M c t , ... gesetzt werden, für 
welche sowohl die Größen 

ungleich, als auch die Ausdrücke 

von verschieden ausfallen. 
Setzt man 

so sind £i, In-., auf Grund der Gleichungen 

L» ^(01)1(01), 

fu + li + — "= (c + <a + •••) (*„ + .r t + ..-) 

die Wurzeln einer zyklischen Gleichung n-ten Grades, deren Diskriminante 
und Resolventen von verschieden sind. Es gibt demnach eine ganze 
rationalzahlige Funktion &(x), welche den Gleichungen 

genügt. 

Es sei insbesondere n eine Potenz 2 ? von 2, v = 2, fi = ^n und 
L(— l) 2 ein Quadrat. 

Die Resolvente L\—l) ist der Gleichung 

^(-l)^K-l)i(-l) 
zufolge rational. 

Die Größen 

Sü , b2 , b4 7 • • • S»— 2 

sind Wurzeln einer zyklischen Gleichung vom Grade ~. Denn es sei r 
irgend eine zyklische Funktion derselben und I\ der Ausdruck, in welchen r 
nach Ersetzung von & M £,»••■ durch §i,£ 3 ,... übergeht. Die Funktionen 
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sind zyklisch in lojln&j-«. und infolgedessen rationale Zahlen. Daher ist 
auch r eine rationale Zahl. 

Auf Grand der Gleichung 

li+co- 2 | 3 + - = 0(| ü ) + o>- 2 0($ 2 ) + - 
hat der Ausdruck 

zyklische Koeffizienten in |,„ $ 2 , ... und ist demzufolge eine ganze rational- 
zahlige Funktion von w. Dasselbe gilt von A(u?y *. Hiernach ist y .,^ 

und daher auch A t \ für jede von 1 verschiedene n-te Einheitswurzel <a 
eine rationalzahlige ganze Funktion &(p>) von cd und man hat 

Ähnliches gilt, wenn l eine ungerade Primzahl, n--=)S und L(a) x 
die X-te Potenz einer Zahl \p(a) in a ist, wo a eine primitive A-te Einheits- 
wurzel bezeichnet 

Man darf 

£(«) = V(«) 

setzen und es seien Ä(.r), Ri(x) die Reste der Ausdrücke 

in bezug auf den Teiler #*— 1, wo das Produktzeichen auf die Werte 
1 , 2 , ... k — 1 von 5 zu beziehen und ss' —^ 1 (mod A) ist. i?(#) hat zyklische 
Funktionen und daher rationale Zahlen zu Koeffizienten und es ist 



Setzt man 
so ergibt sich 

Andrerseits ist 



R(a) = <t c R l (ce), 






v(a»«y \ip(a*y t^CoÖ™'' 

wo [ms 9 ] den Rest von ms' nach dem Modul iL bezeichnet, und demzufolge 

R(a m ) Vj(<x™)_( R(a) ip(a)\ n 
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Hieraus ergibt sich 

Ist nun p = l, so sind die Wurzeln #<,,#,,... rational. 
Ist dagegen p>l, 80 setze man v = l, / a== y n « 
Die Größen 

sind Wurzeln einer zyklischen Gleichung vom Grade jti. Denn es seien /' 
irgend eine zyklische Funktion derselben und Z^,/^,... r x _ x die Werte, 
welche /' bei der Permutation (hv " ') und ihren Potenzen annimmt. Die 
Ausdrücke 

r+z; + ... + z\_ n 

(7'+ «- 1 /; + ••• + «- 2+l /',-,) £W~\ 



(/ T + «-* +l z; + . . • + <*<-- 1+l > <- A+l > z^) z.'Co 1 - 1 ) 1 - 1 

haben zyklische Koeffizienten in £„, l n ... S n -i and sind demzufolge eine 
rationale Zahl C beziehungsweise Zahlen /(«),/(a 2 ), . . . in «. Daher ist 

r- Vr-u *<» , x<V) , >* 

"iV° + "(jr(«) V («)y-i +&(«•) vV» 4 - 1 + " '' 

Bezeichnet (O die /-fache Wiederholung der Funktion 0, so ist 

£ + "-^ + * + -- + ^^^ 

- l n-l 

und es erhellt, daß L\<o)A(w l ) k zyklische Koeffizienten in £ (J ,li, ... hat 
und demzufolge eine ganze rationalzahlige Funktion von w ist. Da dasselbe 

von A(u) x y n gilt, so ist -^r°L und daher auch -IvQ für alle von 1 ver- 
schiedenen Werte von w eine ganze rationalzahlige Funktion &(w) von a>, 

und man hat 

L(a>)^&(a>)A(<o x ). 



Ist n = 2 e und p>l, so gibt es eine zyklische Gleichung n-ten 
Grades mit von verschiedenen Resolventen, welche der Bedingung 
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Es sei (o eine beliebige >?-te Einheitswurzel, d ein von 1 ver- 
schiedener Teiler von n, 

und 

F d (a>) = 2üT ijA 'i*i (*=i.3,...4»-i) 

wo inds die der Kongruenz 

5 lnd ' = (-l)' 2 ".* (mod4>i) 

genügende Zahl der Reibe 0,1,.../* — 1 bezeichnet. Dafür eine beliebige 
ungerade Zahl t 

• F d (a}) = ^a}- lüdti r^ 
ist, so wird 

F d ((o)u) ind V = 2u)- iuds ?« l+s) . 

Summiert man über die Werte l,3,...4n — 1 von t und erwägt, daß die 
Summe 

nur für die Werte 

2tf-l, 4tf-l,...4>*-l 

von s von verschieden ist, so ergibt sich 

/'X«>)^(w" i ).=2n-ix-i) Ä «>" iiid(2Äd " i) . (*-i-*.«.!r) 

Aus den Kongruenzen 

5 ind ( 2 Arf -,) = x _ 2Ärf (mod 4?0 



> 



= (l-2r/) Ä = 5 2 (mod4rf) 
folgt 



Man kann demnach 



ind(2Atf- 1) = J rfA (mod d). 



ind(2/i</-l) = A,\J 



2» 
setzen and es erhellt, daß £ die Werte 0, 1, ... - A — 1 durchläuft. Somit wird 



d 
F 4 (w)F/a,- 1 )=2nS(- l)*to 2 "" . (*-«... ..*-i) 



— I-M- 
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Da F d (a)~ l ) der konjugierte Wert von F d (u>) ist, so ist demnach F d (a>) nur 
dann von verschieden, wenn w eine primitive d-te Einheitswurzel ist 
In diesem Falle ist 

Setzt man 

x inds = ±ZW d +e 2d h (^2,4,...») 

so sind #o, #!,...#„_! Worzeln einer zyklischen Gleichung. Denn es gibt 
eine ganze rationalzahlige Funktion g, welche der Bedingung 



(A=0,1, ...«_!) 



/ 5 Ä 7T\ 

^ = ^C C08 2^V 

genügt, und 

n ort 5 n ~ l 7i 
C08 -5— , COS 77 — , . . . COS -75 

sind die Wurzeln der zyklischen Gleichung 

öO*)=o, 

wo G die zur Darstellung von cosntt durch cosw dienende ganze Funktion 
ft-ten Grades bezeichnet. 
Die Resolventen 

L(a)) = J£a)~ x h 

sind alle von verschieden, da 

L(u>) = l -F d (a>) 

ist, wenn cd eine primitive rf-te Einheitswurzel ist. Insbesondere ist 

ic-i)-ii?,(-i)-ii(-ir , «^-vs. 



5. 

Ist l eine angerade Primzahl, n = # und « eine primitive A-te 
Einheitawurzel, so gibt es eine zyklische Gleichung n-ten Grades mit von 
verschiedenen Resolventen, welche der Bedingung 

genügt 
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Es seien g eine primitive Kongruenz wurzel von A, r eine nÄ-te Ein- 
heitswurzel, welche den Bedingungen 

g l - l =l-k (mod* 2 ), 



genügen, cu eine beliebige n-te Einheitswurzel, rf ein von 1 verschiedener 
Teiler von n und man setze 

wo s alle zu A teilerfremden Zahlen der Reihe 0,1,... nÄ — 1 zu durch- 
laufen hat und inds auf die primitive Kongruenz wurzel g und den Modul nl 
zu beziehen ist. Da für eine beliebige zu l teilerfremde Zahl t der Reihe 
0,l,...nA-l 

ist, so wird 

F d (wW^r^ = Za>-™'r d ""^ 
und die Summation über alle Werte von t ergibt 



wo 

(ftaO,l,...n— I) 



S = ( r ^ I+ V...+r^^ IM1 ^)^ llCI+ * 1 



ist Die Summe S verschwindet nur dann nicht, wenn 5+1 ein Vielfaches 
von d ist. Da in diesem Falle 

s = — l=g 7 (modrf), 

inds = 2 <P(fO ( m °d 900) 
ist, so kann 

ind5 = iy(rf)(2A+l) 

gesetzt werden und es ergibt sich 



ry>00(2Ml) , 

s = g' (mod rU) 

2 



= (_ i - \d(l - 1)) 2A+1 (mod U) 



B -l-| 9 (irf)(2A+l). 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 2. 14 
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Hieraus folgt 



d — r /y 2 



r w =a 



? 



Somit ist 



o ^ I(2-l)m(2*+I) 

jS=»W-2V . (m = l,2,...A-l) 

i»F(«>-') = ^(«"'c» 4d > (A " ,)(M+,) . 

(* = »,1,...-- — 1. f#i = l, 2, ...2-1) 

Ist nun to keine primitive rf-te Einheitswurzel, so kann für keinen Wert von m 

a m co * =1 
sein nnd es ergibt sich 

und daher auch 

weil i'rfCco" 1 ) zu F^(co) konjugiert ist. Ist dagegen w eine primitive rf-te Ein- 
heitswurzel, so ist für einen Wert von m 






und es wird 

Setzt man 



F<(a>)F,(or*) = ?£. 



?.«•'■+*« 



1 -X*9 tm 

Xi — -2r d > (ti^M»,...», *=o,i,...i-2) 



n 



so sind .r (M .r n ....?„_, die Wurzeln einer zyklischen Gleichung w-ten Grades. 
Denn jede zyklische Funktion dieser Größen ist eine ganze rational zahl ige 
Funktion von r, welche bei der Ersetzung von r durch r g umgeändert bleibt. 
Die Resolventen dieser Gleichung sind alle von verschieden, da 

ist, wenn vo eine primitive rf-te Einheitswurzel ist. 
Insbesondere ist 
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Da der Rest des Produkts <fu l in bezog auf den Modul In alle Zahlen s 
ergibt, wenn h die Zahlen 0,1,... A — 1, u die zu l teilerfremden Zahlen 
der Reihe 0, l,2...n — 1 durchlaufen, und 

ind (f^.h (mod Ä), 
u x === v l (mod l 2 ) 

ist, wo v den Rest von w in bezug auf l bezeichnet, so wird 

Da ferner 

^(*-*>=(l_;i)*=l--A;i ( m odA 2 ) 

ist, so ergibt die Multiplikation mit (f v l (1 + hl) 

g> v x ^(tfv) x (l + hX) = [i l + hlp (mod A a ), 

wo /* den Rest von cfv in bezug auf A bezeichnet. Bei festem A durch- 
läuft ,u zugleich mit v die Werte 1,2,... Ä— 1, und es wird demzufolge 

L(«)=^«^rr^. (*=o,i f ... 1-1^ = 1,2,... i-i) 
Die Ausfahrung der Summation nach h ergibt 

L(a) = i J \ 

Somit ist 

L(a) l = r n = a. 

6. 

Bei dem Beweise des Kr o necke >%c\\en Satzes kann man sich auf 
zyklische Gleichungen beschränken, deren Grad n eine Primzahlpotenz ist, 
und man hat zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem n eine Potenz von 
2 oder einer ungeraden Primzahl ist. Die Gleichungen können unbeschadet 
der Allgemeinheit ganzzahlig, mit dem Koeffizienten 1 bei sf und ihre Re- 
solventen von verschieden vorausgesetzt werden. 

1. Es sei n = 2*,p;>l und 

f(x) = 
eine zyklische Gleichung vom Grade n mit den Wurzeln x 0} m u ...x 1t _ 1 . 

14* 



\ 
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L(— 1)* ist eine ganze positive Zahl. Denn es. sei 
Z(-l)Z(0 2 = c, Jv(-l)L(-0 2 = c', L(i)L(-i) = d. 

c, c' sind konjugierte komplexe ganze Zahlen, d eine reelle ganze Zahl und 
man hat 

Ist die Zahl Z(— l) a durch eine ungerade Primzahl j; teilbar, welche 
nach dem Modul n nicht zum Exponenten 1 gehört, so ist sie genau durch 
eine Potenz von p 8 teilbar. 

In dem Falle 7i=4 erhellt die Behauptung unmittelbar aus der vor- 
stehenden Gleichung. 

Ist dagegen n>4, so fallen sowohl die Reste des Ausdrucks 

5"(i + 6u) (1 + 2 m>) 

als auch die des Ausdrucks 

6*(l + 2tO(l + J.ntO 

in bezug auf den Modul n mit den Zahlen 

1, 3, 5, ... 7i — l 
zusammen, wenn fi,u,v die Zahlen 

^ = 0, 1, ... g/i— 1, 
u^O, 1; v = 0, 1 

durchlaufen. Bezeichnet daher co eine primitive n-te Einheitswurzel uncL 
setzt man 

6^(1+ 6m) = a, 5^(1+2m) = 4, 

so umfassen sowohl die Potenzen ai a , (— a>)" als auch die Potenzen cu 6 , (—vSf^" 
sämtliche primitiven n-ten Einheitswurzeln. Der Quotient 

£(— l)JIL(fti») 

JIL(w«) ' 

in welchem die Produktzeichen auf die Zahlen «,6 zu beziehen sind, bleib* 
bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln #b, #!,... x n _ x ungeändert 
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und ist demnach eine durch w rational darstellbare Zahl. Gibt man dieser 
Zahl die Gestalt ^g(^) und setzt 

wo g eine ganze Funktion und sowohl M, iV" als auch die Koeffizienten von ^ 
teilerfremde ganze Zahlen sind, so wird 

Es erhellt, daß m rational und demzufolge auch eine ganze Zahl ist, weil 
mAP^mN* algebraisch ganz sind. 

Da die in bezug auf den Modul p irreduktiblen Faktoren von x 2 -f 1 
Funktionen von x 2 sind, so gilt dasselbe von dem größten gemeinschaftlichen 

Teiler T von g(x) und x 2 + 1 in bezug auf p und die Identitäten 

T^A(x)g(x) + B(x)Q n + l), 
g(x) = C(x)T (modp), 

in welchen A,B,C ganze ganzzahlige Funktionen bezeichnen, ergeben 
g(ai) == C(») T(a>) = C(co) Zf-w) = C(») il(-«i)^(-oi) (modp). 
Hieraus folgt durch Multiplikation mit g((o) 

g(a>y = C((o)A(-u>)mN* (modp). 

Stellt man das Produkt von g(x) in die Diskriminante D der Funk- 
le 

tion# 2 *+l mittels der Za^ran^eschen Interpolationsformel dar, so erscheint 
dasselbe in der Gestalt 

g(*)r+g(m>)r' + .--, 
seine (^rc+l)-te Potenz daher in der Gestalt 



und man hat 



(Dg) rt + l = mN 2 H (modp), 
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wo /',/',...;/',,//,...;// ganz und ganzzahlig in u),x sind. Somit ist 

wo £7, V ganze ganzzahlige Funktionen von x bezeichnen. 

Da D zu p teilerfremd und g primitiv ist, so zeigt die vorstehende 
Identität, daß m zu /; teilerfrerad ist. Dann fällt aber die höchste in /,(— l) 2 
aufgehende Potenz von /; mit der in AP aufgehenden zusammen. 

Ist demnach Q 2 das größte in Z,(— l) 2 aufgehende Quadrat und 

Z(-1) 2 = PQ 2 , 

so können die Primfaktoren von P nur — 2 oder von der Form Im + 1 sein. 
Ist P>1, so gibt es zyklische Gleichungen n-ten Grades 

/i = 0,..., 

deren Resolventen Z,,(ü)),... der Bedingung genügen, daß L^— l) 2 ,... mit 
den einzelnen Primfaktoren von P zusammenfallen. Ist nämlich p ein un- 
gerader Primfaktor von P, r eine primitive j>-te Einheitswurzel, g eine 
primitive Kongruenzwurzel von j9, so sind die Perioden 

i ?i = f^ + r^ + "+ ...+****"" o=o,i,...«-i) 

Wurzeln einer zyklischen Gleichung n-ten Grades. Die Resolventen I*i(«0, ... 
dieser Gleichung sind alle von verschieden und es ist 

A(-l) = -Z(--)f = l£. (.=i,2,... P -,) 

Besitzt P den Primfaktor 2 , so ergibt sich die betreffende Gleichung aus 4. 
Die gegebene Gleichung ist aus den genannten Gleichungen und 
einer zyklischen Gleichung n-ten Grades 

A.(*)=o 

zusammensetzbar, deren Resolventen Z/ (co), ... seien. Da 

ist, so kann für jede von 1 verschiedene n-te Einheitswurzel o> 

L (a)) = d(co)^(cy 2 ) 
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gesetzt werden, wo fr(co) eine Zahl in w und .//(co 2 ) die Resolvente einer 
zyklischen Gleichung 

vom Grade g w bezeichnen. 

Somit ist 

I(a>) = ^(cü)^/(a> 2 )L 1 (cü)... 

und es erhellt, daß die Wurzeln x ,x u ... der ursprünglichen Gleichung 
rationale Verbindungen der Wurzeln der Gleichungen 

sind. 

Ist P=l, so fallen die Gleichungen 

A = 0,... 

tOTt. 

Gilt der Satz Kroneckera für den Grad z >n 9 so sind die Wurzeln der 

Gleichung 

V = 

und daher auch #,„#!,... rationale Verbindungen von Einheitswurzeln. 

Hiermit ist der Beweis auf den Fall einer quadratischen Gleichung 

in in ^ 

zurückgeführt, deren Wurzeln durch e 2 , e* und die 9 -~T- - gliedrigen Perioden 
<j-ter Einheitswurzeln darstellbar sind, wo q eine ungerade Primzahl 
^bezeichnet 

IL Es sei l eine ungerade Primzahl, n = Ae und 

eine zyklische Gleichung n-ten Grades mit den Wurzeln tf , .r n ...#„_!• 

Bezeichnet a eine imaginäre A-te Einheitswurzel, so hat L(a) 1 zyklische 

Koeffizienten und ist demzufolge eine ganze Zahl F(a) in a. 

Ist p > 1 und die Zahl F(a) — in dem Körper der Zahlen in « — 

durch einen Primfaktor }) einer Primzahl ;; teilbar, welche nach dem 

Modul n zu einem der Exponenten A, A 2 ,... j gehört, so ist dieselbe genau 

durch eine Potenz von p* teilbar. 

Um dies darzutun, sei y eine primitive Kongruenzwurzel von Ä, 

welche der Bedingung 

^i-l=-il(y-l) (mod>l 2 ) 
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genügt, and w eine Wurzel der Gleichung 

i 
ü) a = a. 

Sowohl die Reste des Ausdrucks 

T'tt + AtOCl + JtO , 
als auch die des Ausdrucks 

in bezug auf den Modul n fallen mit den zu l teilerfremden Zahlen dei 
Reihe 0,1.... /i—l zusammen, wenn /li,u,v die Zahlen 

,u = 0, 1,... JL-2, 

W = 0, 1, ... Ji n — 1? 

u=o,i,...;i-i 

durchlaufen. Wird demnach 

gesetzt, so umfassen sowohl die Potenzen 

o> a , («cu) a , ...(a^cu)" 
als auch die Potenzen 

t» h , (au))\...(a x - l w) b 

alle primitiven n-ten Einheitswurzeln. Der Quotient 

L(a)riL(u) b ) 

nL(a) a ) "' 

in welchem die Produktzeichen auf die Zahlen a, b zu beziehen sind, bleil 
bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln # , # M ... ungeändert und ii 
demzufolge eine durch w rational darstellbare Zahl. Gibt man dieser Zal 
die Gestalt ^3/#(cu), wo -Äf,iV teilerfremde ganze Zahlen und g eine ganz« 
ganzzahlige primitive Funktion bezeichnen, und setzt 

g((n)g(aw)...g(a } - l w) = m, 

so wird 

L(a)nL(a »afi) _Mg{a h to) 
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g(u)) bezeichnet. Multipliziert man mit 

E n (x) TT E(x) n q. (y , a k ) n 

und erwägt, daß - w ~ ■ ' --, - —■ -y~i ganz und ganzzahlig in .r, y und 

n-ten Einheitswurzeln sind, so ergibt sich 

D n E(xy< 1 - 2 * E(y) n = X H (mod p) , 

wo H ganz und ganzzahlig in .r, y und n-ten Einheits wurzeln ist und daher 
auch ganz und ganzzahlig in x 1 ?/, « angenommen werden darf. 

Hiernach sind nicht alle Koeffizienten von % durch p teilbar, und die- 
Gleichung 

E(x)*WF(a) = x M'< h (x 9 a? 



zeigt, daß der Exponent der höchsten in F(a) aufgehenden Potenz von J- 
ein Vielfaches von X ist. 
Da der Quotient 

in welchem s' die der Zahlenreihe 1,2,.../ — 1 angehörende Wurzel de 
Kongruenz 

ss' = l (mod 1) 

bezeichnet, bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln :r„, .r M ... uib 
geändert bleibt, so ist derselbe eine Zahl 6'(«) in a und man hat 

L(a) = G(a)riL(a-y\ 
F(a) = (i(aynF(a-y'. 

Man denke sich F(a~ l> ) in Primfaktoreu in cc zerlegt und es sei 

FCO = "*(«) 

diese Zerlegung. Es ist dann, wenn zur Abkürzung 

np(a 8 y = [p] (.-i,2 f ...i-D 

gesetzt wird, 
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Kommen in der Zerlegung /7p Primfaktoren p von Primzahlen p 
von der Form h n + 1 vor, so kann das Produkt [p] durch die A-te Potenz 
der Resolvente L x (a) derjenigen zyklischen Gleichung w-ten Grades 

A = o 

ersetzt werden, welche zu Wurzeln die A-gliedrigen Perioden von j>ten 
Einheitswurzeln und von verschiedene Resolventen hat. Ist nämlich r 
eine imaginäre p-te Einheitswurzel, g x eine der Bedingung 

«=#/ (modp) 

genügende primitive Kongruenzwurzel von p und setzt man 

^ = 7^ + r* +..., 

so sind %?^u ••• '/«_i Wurzeln einer zyklischen Gleichung n-ten Grades, 
für welche 

Z 1 (a) = -£cr ind V (* = i,2,... P -i) 

und auf Grund der Kummer&chen Zerfällung*) 

ist. Es sei P das Produkt der Resolventen L^w),... dieser Art. 

Kommen (in dem Falle p>l) in /7 p Primfaktoren p von Prim- 
zahlen p von der Form l + hl n vor, wo 7i<Cp und h zu A teilerfremd ist, 
so kommt jeder derselben mit einem Exponenten vor, welcher ein Vielfaches 
von X ist. Da das Produkt [p] durch die A-te Potenz der aus der Wurzel a 
hervorgehenden Resolvente der zyklischen Gleichung ersetzt werden kann, 
welche die A-gliedrigen Perioden der jp-ten Einheitswurzeln zu Wurzeln hat, 
so kann statt aller Produkte [p], welche sich auf die Primzahlen der in 
Rede stehenden Art beziehen, die A-te Potenz einer Zahl in a gesetzt werden. 

Kommen in 77 p Primfaktoren von Primzahlen q vor, welche nach 
dem Modul l zu einem höheren Exponenten als 1 gehören, so kann [p] 
nach Kummer**) durch die A-te Potenz einer Zahl in a ersetzt werden. 



*) Kummen\ Über die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit gebildeten komplexen 
Zahlen in ihre Primfaktoren. Dieses Journal Bd. 35. 
**) Kummer, ebenda § 12. 

15* 
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Kommt in /7p der Primfaktor 1 — « von l vor, so fällt das Pro- 
dukt [1 — a] bis auf eine Einheit mit (1 — a) 2 zusammen und kann durch 
eine A-te Potenz ersetzt werden. 

Hiernach gibt es eine Zahl G^a) in a von der Art, daß das Produkt 
HF{cr $ y bis auf eine Einheit mit G x (a) l P(a) 1 zusammenfällt. Da jede Ein- 
heit in a die Gestalt a a e(a) hat, wo 

«(«) = «(«-) 
ist, so kann 

nF(a~*Y = a a €(a)Gl(a)I J (a) 1 

gesetzt werden. Multipliziert man diese Gleichung mit der aus derselben 
durch Verwandlung von et in er 1 hervorgehenden und erwägt, daß 

7<XO^(«0, P(a) l P(a' 1 ) 1 

A-te Potenzen sind, so erhellt, daß t 2 und daher auch t selbst auf Grund 
der Gleichung 

eine Me Potenz ist. 

Da es eine zyklische Gleichung n-ten Grades gibt, für welche die 
A-te Potenz der aus der Wurzel a hervorgehenden Resolvente L'(a) mit et 
zusammenfällt, so ist 

« = L'(a)* z . 
Setzt man daher 

PLXmy = P u 
so ergibt sich 

F(a) = L (a) 1 = H(a) l P(a)i, 

wo H(a) eine Zahl in a bezeichnet. 
Hiernach geht die Gleichung 

f-o 

aus der Zusammensetzung der zyklischen Gleichungen 

welche die in P x vorkommenden Resolventen besitzen und deren Wurzeln 
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rationale Verbindungen von Einlieitswurzeln sind, mit einer zyklischen 

Gleichung 

/<>0, 

hervor, für welche die der Wurzel a entsprechende Resolvente £ (a) der 
Gleichung 

U(a) = H(aY 
genügt 

Auf Grund dieser Gleichung hat nun in dem Falle p = 1 die Gleichung 

rationale Wurzeln und der Kroneckersche Satz ist bewiesen, 

Ist aber p>l, so kann flir jede von 1 verschiedene n-te Einheits- 
wurzel CO 

i ü (o>) = d(o>)^(co 1 ), 

gesetzt werden, wo #(a>) eine Zahl in a> und A(ü)') die Resolvente einer 
zyklischen Gleichung vom Grade yft bezeichnet. Gilt demnach der Kro- 

necfcerzche Satz für den Grad y-n, so gilt er auch für den Grad n. Hier- 
mit ist der Beweis auf den Fall n = X zurückgeführt. 



7. 

Nach dem vorhergehenden besteht für die Resolvente einer zyklischen 
Gleichung von ungeradem Primzahlgrade X die Gleichung 

L(«) = G(«)/7I(«-')'' 

$=1, 2, ... X — 1, $$'=1 (mod X) 

wo a eine imaginäre A-te Einheitswurzel bezeichnet. Diese Gleichung ist 
wohl die einfachste Quelle für die Kronecker&che Gestalt der Wurzeln einer 
zyklischen Gleichung vom Grade X und gilt für einen beliebigen Ratio- 
nalitätsbereich. Denn L(cr 1 ) 1 ist eine ganze Funktion /*(«) von a mit 
Koeffizienten des geltenden Rationalitätsbereichs. Ebenso G(a). Daher ist 
für jede primitive A-te Einheitswurzel a 

I(a) = ö(a)/7/ , («0 i . 
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Auch für l Größen, deren metazyklische Funktionen in einem 
gegebenen Rationalitätsbereich rational bestimmbar sind, ist die Gestalt aus 
der vorstehenden Form leicht abzuleiten. 

Die entsprechende Formel für den Grad n = V, wo p > 1 ist, ergibt 
sich in folgender Weise. 

Es sei a = l + l und, über alle zu X teilerfremden Zahlen s unter n 
erstreckt, 

J£s'(as — [as]) = S 9 

wo s' die in der Zahlenreihe 1, 2, ... n — 1 enthaltene Wurzel der Kongruenz 

*«'=1 (mod ri) 

und [as] den Rest von as in bezug auf den Modul n bezeichnen. Da 

s' = 8tt9*-» (mod A), 

a a *" = l (mod/u), 

(a$)* = [a$]' (mod nA) 
ist, so wird 

(as - [<w]) *'= (as - [as])s^ n ~ x = a^»- A+1 - a } * n s x * n ~ x [as] 

= a &—i+i _ a x [as] x * H - } + 1 (mod ni). 

Hieraus folgt, da [as] dieselben Werte wie s durchläuft, 

S = (a - a l )2s**— M (mod ni) . 



Da ferner 
ist, so folgt 
und hieraus 



s X-\ . ^«-A+l = J ( m() ^ M J 
^n-2+l—^A-.l ( m()C | ^ 

jg.^-1+i = ^a-i s _ 1. w ( m0( j n } ? 
S = a ~% (mod nl). 



Man kann demnach 

setzen, wo r zu A teilerfremd ist 
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18t 

rc=l (mod n), 
so bleiben die Quotienten 

L(co c Y L(w) 



z/L(w c ') n 

bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln # , # n ... ungeändert und 
sind infolgedessen ganze Funktionen /(co), F^u) mit Koeffizienten des 
Rationalitätsbereichs. Die Gleichung 

ergibt dann für jede primitive n-te Einheitswurzel o> 

L((o)=F l (w)nf(w t y 

Ist d einer der Teiler A,A 2 ,...^ -1 von n, so bleibt der Quotient 

L(oa d ) 

in welchem 



'-.> 



ss"=l (mod£), 0<*"<2 



ist, bei der Ersetzung von cd durch das Produkt von to in eine beliebige 
rf-te Einheitswurzel ungeändert. Da derselbe andererseits die Gestalt 

hat, so ist er rational in cd und demzufolge als ganze Funktion F d (co d ) von 
a) d mit Koeffizienten des Rationalitätsbereichs darstellbar. Demnach ist 

L(w^ = F a (a>*)nf(u/) n . 

8. 

Mit Hilfe der in dem vorhergehenden enthaltenen Ausfuhrungen 
kann — allerdings nur in dem natürlichen Rationalitätsbereich — die 
Wurzelgestalt für eine zyklische Gleichung angegeben werden, deren Grad 
eine Potenz von 2 ist. 
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Es seien .r ?^n •••• r *-i die Wurzeln einer zyklischen Gleichung vom 
Grade /i = 2* mit von verschiedenen Resolventen L(w) und p>2, w = 4r. 
Nach 6. kann flir jede von 1 verschiedene /Me Einheitswurzel io 



\ 



J L(w) = ^(cü)^(co 2 )I 1 (a>)I 2 (a>) ... 

gesetzt werden, wo #(w) eine rationale Zahl in co und ^(a> 2 ) die Resolvent^ 
einer zyklischen Gleichung vom Grade -~n bezeichnen; /^(oi), 7. 2 (<o), . _ ^ 
sind Resolventen besonderer zyklischer Gleichungen 

welche sich auf Primzahlen von der Form h?i + l und die Primzahl ^a 
beziehen. Für alle diese besonderen Gleichungen sind die Produkte 

L x (a>) L x (vT 1 ) , Z, 2 (cü) L 2 (ai- 1 ) , . . . 

rationale Zahlen. 

Es sei, über alle Zahlen s von der Form 4Z;+1 der Reil^ ^ 
1, 3, ... n — 1 erstreckt, 

,S = -2V(ö*-[5*]), 

wo [m] den Rest der Zahl m in bezug auf den Modul n bezeichnet und 

ss' = 1 (mod w) , < 5' <c ;* 

ist. S ist das n-fache einer ungeraden Zahl it. 
Denn man kann 

* = [5*], *' = [5'-*] 

setzen, wo /? die Werte 0,1,... r— 1 zu durchlaufen hat, und es wird 

S = ^5 r -^(5[5^-[5^ ! ]) = ^5 r+| -^[5^-^5 r ^[5^ +1 ] = 5(5 r -- 1) (mod2 *> <a> 
Ist o) eine primitive w-te Einheitswurzel, 

?*u = 1 (mod ;*) 
und setzt man 

<p x (a>) = cu r * q\ + o*-"* ^ (ai) , 
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so kann der Exponent <$ so gewählt werden, daß er einen der Werte 0, 1 
hat und yi(w) von verschieden ist. Der Quotient 

bleibt bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln der Gleichung 

/;=o 

ungeändert und ist demzufolge eine Zahl in w, Da überdies 

- (5«— r. r Mi) !*' 

und 

ist, so ist auch der Quotient 

" - 1 - " >V 

in welchem s alle ungeraden Zahlen der Reihe 0, 1, ... n— 1 zu durchlaufen 

hat und 

ss' = l (mod n) 
ist, eine Zahl in io. 

Hiernach kann 

1 l .M' 

1,(0)) L 2 (u)) -. = q 2 G(ü))riip (u)') n 

gesetzt werden, wo q eine rationale Zahl, ö(co), y(o>) Zahlen in cd bezeichnen, 

und man hat für jede primitive u-te Einheitswurzel w 

1 1„ 

L(w) = q 2 &(a>)G(a))s/(w 2 )n(p(u)'y . 

Aus dieser Gleichung ergibt sich die Darstellung 

1 1,' 

L(p) = m 2 F x (to)nf(a/) n , 

s = 1, 3, ... n — 1, ss'=l (mod n), 

wo m eine rationale Zahl und Fi(a>),f(<o) Zahlen in io bezeichnen. Denn 
diese Gleichung gilt tatsächlich für den Grad 4 und läßt sich für den Grad n 
dartun, wenn sie für 9 n besteht. 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 2. 16 
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Gilt nämlich die Darstellung für den Grad *-, so hat man, weil w 2 
eine primitive ^-te Einheitswurzel ist, 

yl<y) = m T F (co 2 ) 77 f (O • ", 
a=sl,3, ...gW— 1, aa' = l (mod ~ n). 
Sind a", a'" die Wurzeln der Kongruenzen 

aa" = 1 (mod >i), (a + _- w) o'" = 1 (mod w) , 

so sind die Zahlen o" — a', o'" — a' nicht negativ, durch g-w teilbar und die 
Kongruenz 

ö ''_ ö ' + a '''_ a '=l n (modw) 

ergibt 

_ff _f i _fff ^r i .. 

Hieraus folgt 

/»K" = 1 • 

Wird demnach 
gesetzt, so ist 

*al,3,..,«-l, ss' = l (mod w) 

und die Einsetzung dieses Ausdrucks in die obige Gleichung für L(wi) er- 
gibt die behauptete Darstellung. 

Ist d einer der Teiler 2,4, ...2* - " 1 von n, so findet man wie früher 

L(w*) = F d (u*)nf(u>y d '\ 

$=1, 3, ...n— 1, ss'=l (mod ^n). 
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Über Gitterpunkte in der Ebene. 

Von Herrn E. Busche in Hamburg. 



§ 1. 

In einer Ebene mit rechtwinkligem Koordinatensystem, dessen Null- 
punkt ist, seien zwei Gitterpunkte A t und A 2 gegeben, d. h. solche Punkte, 
deren Koordinaten «,*(/, £=1, 2) beide ganze rationale Zahlen sind. Die 
Anordnung 

wo die Koordinaten desselben Punktes Ubereinanderstehen, werde als das 
System (a a ) bezeichnet Die Determinante a = a n a 22 — a l2 a 2l des Systems 
wird vorläufig immer >0 vorausgesetzt, so daß A 2 links von der Strecke 
OA x liegt Durch J A lJ A 2 ist ein Parallelogramm P a — OA l A i A 2 und eine 
Einteilung der Ebene in kongruente Parallelogramme vom Flächeninhalt a 
bestimmt, deren Eckpunkte das zu (a ik ) gehörige Punktgitter (ein Ausdruck 
von Herrn F. Klein) bilden. Rechnet man und die auf ()A U ()A 2 außer 
.4, und A 2 und etwa noch liegenden Gitterpunkte mit zum Innern von P a1 
so liegen a Gitterpunkte in P a . Auf OA k liegen außer A k so viele Gitter- 
punkte, wie der größte gemeinsame Teiler (a, A , a 2k ) der Koordinaten von 
A k angibt. Ein Punkt des Punktgitters von (a tt ) hat die Koordinaten 
ßn«ii + ßi2«?i|ö2i«ii + tf22«2i. Dabei bedeuten die ganzen Zahlen a n ,a 2 i die 
Koordinaten des Gitterpunktes in dem Koordinatensystem mit dem Nullpunkt 0, 
für das A t und A 2 die Koordinaten 1|0 und 0|1 haben. 

Der größte gemeinsame Teiler T = (« n ,a 21 , «^.a^) wird als der 
Koordinatenteiler des Systems (a ik ) bezeichnet; ist t = 1, so heißt das 
System primitiv. 

16* 
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Nach dem Vorgange von Kronecker*) kann man drei Arten von 
Äquivalenz zweier Systeme unterscheiden, die ich verschieden benennen will. 
Ist nämlich (*§) ^ n Einheitssystem, d. h. ist ad — ßy = +l, und ist erstens 

W - |_y ö\ W" ~ Kya lx + öa n 7 a vi + öaj' 

so sollen (b ik ) und (a ik ) affine Systeme heißen; Geht zweitens (6,*) aus 
(a ik ) durch hintere Komposition mit einem Einheitssystem hervor, ist also 

so mögen (b ik ) und (a ik ) als assoziierte Systeme bezeichnet werden. Entsteht 
endlich drittens (b ik ) aus (a ik ) durch vordere und hintere Komposition mit 
einem Einheitssytem, so werden die Systeme äquivalent genannt. Affine 
und assoziierte Systeme sind also immer auch äquivalent Es ist leicht zu 
sehen, daß die bekannten drei Kroneckenchen Äquivalenzbedingungen in 
allen Fällen erfüllt sind. 

Die Einheitssysteme habe ich bei der Komposition in eckige Klammern 
eingeschlossen, weil ich durch das Nebeneinanderstellen von runden Klammern 
später eine kommutative Multiplikation andeuten will. 



§2. 

Bei der hinteren Komposition mit einem Einheitssystem bleibt die 
Determinante und der Koordinatenteiler eines Systems (#,*) und auch das 
durch (a ik ) bestimmte Punktgitter unverändert. Die Anzahl der nicht asso- 
ziierten Systeme einer gegebenen Determinante a ergibt sich nach Kronecker 
daraus, daß jedes System durch hintere Komposition auf eine reduzierte Form 

a%) 

gebracht werden kann, wo tftf'=a, rf>0, rf f >r>0 ist, so daß jedes System 
der Determinante a mit einem einzigen reduzierten System assoziiert ist. 

*) Vorlesungen über die Theorie der Determinanten (bearbeitet und fortgeführt 
von K Hensel), Bd. 1 (Leipzig 1903). Man vergleiche für diesen und den folgenden 
Paragraphen der vorliegenden Arbeit insbesondere die fünfte Vorlesung. Meine geometrische 
Deutung eines Systems ist mit der Krwieckerschen nicht identisch; a. a. 0. ist ein System 
das Koeffizientensystem einer linearen Koordinatentransformation oder einer biline&ren Form. 
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Die Anzahl der reduzierten Systeme und damit die Anzahl der nicht assoziierten 
Systeme mit der Determinante a ist also gleich der Summe *(a) aller 
Teiler von a. 

Bezeichnet man die Anzahl der nicht assoziierten primitiven Systeme 
der Determinante a mit y*(a), so ist die Anzahl der nicht assoziierten Systeme 
mit dem Koordinatenteiler r, wo r 2 in a aufgeht, gleich V'(~0 und daher 



*(«) = f *(?■)» 



wo r 2 alle quadratischen Teiler von a durchläuft. Mit Hilfe des Möbiimchen 
Zeichens t u(k) kann man umgekehrt ifj(a) durch *(«) ausdrücken: 



V<*) = £>(*)•*(£)• 



Für teilerfremde Zahlen k und k' ist l u(kk') = t u(k)-u(k') und 
<P (kk') = * (k) • * (£') . Daher ist auch xp (Jck') = y (fc) . y (£') , und daraus folgt, 
daß tp(a) gleich der bekannten Funktion 

^-«.(i+iXi+i)... 

ist, woj^,p 2 ,... die verschiedenen in a aufgehenden Primzahlen sind; y(l) 
ist gleich 1. 

Der vorderen Komposition mit einem Einheitssystem entspricht eine 
affine Transformation der Ebene. Das zu (a ik ) gehörige Punktgitter bleibt 
jetzt im allgemeinen nicht unverändert, wohl aber wieder die Determinante 
und der Koordinatenteiler. Außerdem stimmen zwei affine Systeme in der 
Verteilung der Gitterpunkte im Innern und auf dem Rande ihrer Parallelo- 
gramme überein. Durch die vordere Komposition wird nämlich jedem 
Gitterpunkt eines zu (« ft ) gehörigen Parallelogramms ein Gitterpunkt mit 
demselben größten gemeinsamen Teiler der beiden Koordinaten in dem zu 
dem affinen System gehörigen entsprechenden Parallelogramm zugewiesen. 
Drei in gerader Linie liegenden Gitterpunkten entsprechen drei ebensolche 
Punkte und das Verhältnis, nach dem die Entfernung zweier Gitterpunkte 
, durch einen dritten Gitterpunkt geteilt wird, bleibt bei vorderer Komposition 
ungeändert Gitterpunkten auf parallelen Geraden entsprechen ebenso ge- 
legene Gitterpunkte. Zwei affine Systeme sind, wie dieses Verhalten der 
Gitterpunkte bezeichnet werden möge, von demselben Typus. 
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Da auch jetzt wieder jedes System zu einem einzigen System von 
der Form 



(o i), 



wo <W=a, rf>0, rf'>>*;>0, affin ist, so ist die Anzahl der nicht affinen 
Systeme mit der Determinante a gleich *(</). 

Bei gleichzeitiger vorderer und hinterer Komposition mit je einem 
Einheitssystem bleibt die Determinante und der Koordinatenteiler unver- 
ändert Da jedes System mit einem einzigen System von der Form 



\0 <W 



äquivalent ist, so ist die Anzahl der nicht äquivalenten Systeme der Deter- 
minante a gleich der Anzahl der verschiedenen in a enthaltenen quadratischen 
Faktoren, also gleich der Teileranzahl der größten Zahl, deren Quadrat 
in a aufgeht. 

§3. 

Eine Ergänzung zu der Angabe über die Anzahl der nicht affinen 
Systeme wird sich durch die Beantwortung der Frage ergeben, ob zwei 
nicht affine reduzierte Systeme derselben Determinante von gleichem Typus 
sein können. Wenn man einen Eckpunkt eines Parallelogramms, z. B. den 
Nullpunkt bei P a vor den übrigen auszeichnet, so ist das nicht der Fall. 
Tut man das aber nicht — und auf diesen Standpunkt muß man sich bei 
dieser geometrischen Betrachtung stellen — so darf man z. B. die nicht 
affinen Systeme (qj) und ( 0a )> woa>l ist, oder ( 0a ) und Qf ~ ), wo 
a>2 ist, in bezug auf die Verteilung der Gitterpunkte in ihren Parallelo- 
grammen nicht als wesentlich verschieden ansehen. Bei den beiden letzten 
Systemen liegen z. B. alle Gitterpunkte auf einer Diagonale, wenn bei 
(oa) I " c ^ t ^ er Nullpunkt, sondern der Punkt 1|0 mit zum Innern des 
Parallelogramms gerechnet wird. 

Die Aufgabe, alle Typen der Determinante a zu finden, läßt sich 
leicht erledigen, wenn man erst die Anzahl der verschiedenen Typen für 
die Reihe der (p(a) Systeme ( r \ bestimmt hat, wo r relativ prim zu a ist. 
Bei diesen Systemen liegen auf den Seiten des Parallelogramms OA l A^A t 
außer den Eckpunkten keine Gitterpunkte. Auf jeder Parallelen zur Grund- 
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linie 0A X mit ganzzahligem Abstand von ihr liegt genau ein Gitterpunkt in 
dem Parallelogramm. Dieser teilt die Strecke von der Länge 1, auf der 
er liegt, wenn sie die Entfernung h von der Grundlinie hat, nach dem Ver- 
hältnis A(a— r):hr, wo der Zähler und der Nenner durch ihren kleinsten 
positiven Rest (mod a) zu ersetzen sind, und der Nenner sich auf die an 
der Seite A x A z liegende Teilstrecke bezieht. Andererseits liegen die Gitter- 
puukte innerhalb des Parallelogramms so auf a— 1 äquidistanten Parallelen 
zu der Seite A x A 3J daß wieder auf jeder dieser parallelen Strecken ein 
Gitterpunkt liegt. Wenn nun der Gitterpunkt, der auf der der Seite A x A z 
nächsten parallelen Strecke liegt, diese nach dem Verhältnis (a — r') : r 
teilt, wo der Nenner sich auf die an A 3 A 2 liegende Teilstrecke bezieht, so 
ist das System ( Q H von demselben Typus wie (J « )• Denn durch das 
Verhältnis (a — r ) : r' auf der ersten Parallelen sind wieder die entsprechenden 
Verhältnisse auf den übrigen Parallelen bestimmt. Der Seite OA\{=OA x ) 
des zweiten Parallelogramms entspricht dabei die Seite A X A Z des ersten. 

Es ist nun zu untersuchen, wann r = r' ist. Der Gitterpunkt, der 
am nächsten an A x A, liegt, ist der, für den hr=l (mod a) ist. Ist /*, die 
kleinste positive Lösung dieser Kongruenz, hat also der nächste Gitterpunkt 
an A X A Z die Entfernung h x von OA XJ so ist a — / = /*i, und wenn r =r 
sein soll, muß (a — r)r=l oder ? ,2 = — 1 (mod ä) sein. Diese Kongruenz 
ist nicht lösbar, wenn a durch 4 oder durch eine Primzahl von der Form 
4n + 3 teilbar ist. Wenn mindestens eine dieser Bedingungen erfüllt ist, 
so entsprechen den <p(a) Systemen also nur ^(f{p) verschiedene Typen; ist 
aber a = P oder =2P, wo P nur Primfaktoren von der Form 4n+ 1 ent- 
hält, so ist die Anzahl der Typen gleich ~ y(«) + 2 /l " 1 , wo a>l die An- 
zahl der verschiedenen Primfaktoren von P bedeutet. Denn die Anzahl der 
Lösungen der Kongruenz r 2 = — 1 (mod«) ist gleich 2*, und die Hälfte 
dieser Zahl ist zu -.- ip(a) noch hinzuzufügen, da die eine Hälfte der ent- 
sprechenden 2" Typen in ^ <p(ä) schon mitgezählt ist. Die Formel gilt auch 
für /t = 0. 

Ist ( £) ein reduziertes System, wo r mit a den größten gemein- 
samen Teiler rf>l hat, so können unter den q>(d f ) Systemen (rf' = «:rf), 
für die dieser Fall eintritt, keine zwei denselben Typus haben, weil die 
Seite 0A X , auf der außer und A x kein Gitterpunkt liegt, mit der Seite A X A 3} 
auf der außer A x und A 3 noch rf— 1 Gitterpunkte liegen, nicht mehr ver- 



118 Busche, über Gitterpunkte in der Ebene. 

tauschbar ist, aber ein solches System ist mit einem der <p(d') Systeme (q ^,), 
wo (r, cV) = 1 ist, von demselben Typus. Ein System, dessen Typus von 
allen übrigen abweicht, kann sich nur ergeben, wenn in ( r d i\ der größte 
gemeinsame Teiler von r und (V gleich d ist, wenn also das System den 
Koordinatenteiler d hat. Das entsprechende Parallelogramm zerfällt dann 
in d 2 kongruente Parallelogramme, auf deren Seiten außer den Eckpunkten 
keine Gitterpunkte liegen, die also von derselben Beschaffenheit sind, wie 
die soeben genauer untersuchten Parallelogramme, für die rf=l war. Wenn 
a : d 2 weder durch 4, noch durch eine Primzahl von der Form 4?*-f 3 teilbar 
ist, sondern nur durch u' Primzahlen von der Form 4 h +1 und vielleicht 
durch 2, so erhält man 2"' Systeme, deren Typus nur einmal auftritt. Hieraus 
folgt, daß die Anzahl %(a) der Typen gleich - 2 *(«) ist, wenn a auch nur 
eine Primzahl von der Form 4n + 3 in einer ungeraden Potenz enthält 
Ist aber a = 2 e . P. Q ? , wo e = oder 1 ist und P nur aus Primzahlen von 
der Form 4rc+l, Q nur aus Primzahlen von der Form 4n + 3 und der 

Primzahl 2 zusammengesetzt ist, so i8t/(«) = ^-tf>(a)-f 2 P> wo & e Anzahl q 
der nur einmal vorhandenen Typen noch zu bestimmen ist 

Der Koordinatenteiler eines der gesuchten Systeme muß jedenfalls 
durch Q teilbar sein. Ist er gleich rfQ, so sind die gesuchten reduzierten 
Systeme mit diesem Koordinatenteiler von der Form ( ff jJq)i wo(r, d t ) = l 
ist Denn wenn die erste Koordinate größer als dQ wäre, so würden auf der 
Seite OA x mehr als tfQ — 1 Gitterpunkte außer und A x liegen und OA x wäre 
mit A x i4 3 nicht vertauschbar. Aus demselben Grunde darf (r, d x ) nicht von 1 
verschieden sein. Unter den <p(d x ) Systemen dieser Art sind dann ebenso viele 
mit nur einmal vorkommendem Typus wie unter den <p(d x ) Systemen (q£), 
d. h. 2"", wenn /<" die Anzahl der in d x enthaltenen verschiedenen ungeraden 
Primfaktoren ist Nun ist d x = 2*P:r/ 2 ; jedem quadratischen Faktor d 2 von P 
entspricht ein d x . Setzt man 

r — Pl ih Pv •p v +\ % p v +2 l J v+A1 

so kann man aus dieser Zahl 

(«i + i)(«,+i)-(« r +i)-A-Ä-A 

verschiedene derartige quadratische Faktoren herausgreifen, daß der kom- 
plementäre Teiler von P noch alle v + X Primfaktoren P\,.*.p*+i enthält 
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Die Primzahlen p^jh, •••!>, mit ungeradem Exponenten bleiben überhaupt in 
jedem komplementären Teiler vertreten, dagegen können die Primzahlen 
^ r+1 ,...|> r +i zum Teil oder alle in dem komplementären Teiler fehlen. So 
gibt es z. B. 

quadratische Teiler von P, deren komplementäre Teiler nur noch v+X— 1 
verschiedene Primfaktoren enthalten, usw. In 

(«l+l)(«.+ l)---(«r+l)-09l+A + -" + /?0 

Fällen hat der komplementäre Teiler nur noch v + 1 und endlich 

(«i + l)(« 2 +l)-K + l)-mal 

nur v verschiedene Primfaktoren. 

Die gesuchte Zahl q ist also 

2".(a 1 + 1) («,+ 1) ...(«,+ 1) . \ß l .ß t ..-ß l -2 l + 09,/% ...flw +-)• 2 A " J + - 

= (2« 1 + 2)(2« 2 + 2)...(2^ + 2)(2/9 1 +l)(2/? 2 +l)-(2/^ + l), 

d. h. einfach gleich der Anzahl der Teiler von P. Man sieht leicht, daß 
das Resultat auch für P= 1 gültig bleibt Damit ist der folgende geometrische 
Satz bewiesen: 

Die Anzahl der in bezug auf die Verteilung der in ihnen liegenden 
Gitterpunkte wesentlich verschiedenen Parallelogramme mit dem ganz- 
zahligen Flächeninhalt #, deren Eckpunkte Gitterpunkte sind, ist 

X(«) = 2*( a ) + 2^' e ' 

Dabei ist *(a) die Summe aller Teiler von a, p die Anzahl der Teiler 
von a, die nur aus Primzahlen von der Form 4n+l bestehen, ein- 
schließlich des Teilers 1, und rj = oder 1, je nachdem in a mindestens 
eine Primzahl von der Form 4n + 3 einen ungeraden Exponenten hat 
oder nicht 
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§4. 

Die nun noch folgenden Untersuchungen beruhen auf dem Begriff 
der Teilbarkeit eines Systems durch ein anderes. Man nennt gewöhnlich 
ein erstes System teilbar durch ein zweites, wenn dieses durch vordere 
und hintere Komposition mit ganzzahligen Systemen in das erste übergeführt 
werden kann. Dabei ergeben sich bekanntlich Teilbarkeitsgesetze, die sehr 
einfach sind und eine große Analogie mit der gewöhnlichen Zahlentheorie 
aufweisen. Wenn ich trotzdem eine der speziellen Äquivalenz, die bei 
assoziierten Systemen stattfindet, entsprechende engere Definition der Teil- 
barkeit zugrunde lege, so rechtfertigt sich das durch die einfache geo- 
metrische Beziehung, in der hierbei ein System zu seinen Teilern steht 

Das System (b ik ) heiße durch (a ik ) teilbar, wenn die Gleichung 

besteht, wo die a Ä ganze Zahlen sind. Das durch (b ik ) bestimmte Punkt- 
gitter hat dann nur solche Punkte, die zugleich Punkte des zu (a,*) gehörigen 
Gitters sind. Es möge hervorgehoben werden, daß das System (a^) im 
allgemeinen kein Teiler von (6*) ist. Jedes mit (6*) assoziierte System 
ist durch jedes mit (a ik ) assoziierte System teilbar. Ein Teiler von (a a ) 
geht auch in (&<*) auf. 

Die Sätze über die Teilbarkeit ergeben sich am einfachsten, wenn 
man sich über die nicht assoziierten Systeme derselben Determinante a die 
folgende geometrische Übersicht verschafft. Man bezeichne die Gitterpunkte 
der *(a) verschiedenen Punktgitter, die zu den tf>(a) nicht assoziierten 
Systemen gehören, mit Nummern und zwar alle Gitterpunkte, die dem 
reduzierten System ( 0a ) entsprechen, mit der Nummer 1, alle, die zu dem 

Gitter von ( la ) gehören, mit 2 usw., alle, die zu ( a _j a ) gehören, mit a. 
Ist ferner d x der kleinste von 1 verschiedene Teiler von a, so werden die 
Punkte des Gitters von (q fl .<j) a ^ e m & a +* bezeichnet usw., endlich die 

zu (qj) gehörigen Gitterpunkte mit der Nummer *(a). Hat man alle 
Gitterpunkte in dem Quadrat Q a mit den Ecken 0|0,a|0 a|a,0|a mit ihren 
Nummern versehen, so ist die Nummerierung für alle Gitterpunkte der Ebene 
bekannt, da in allen kongruenten Quadraten, deren Eckpunkte durch a teil- 
bare Koordinaten haben, die Nummern ii\ derselben Weise wiederkehren. 
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Die so mit Nummern bedeckte Ebene werde mit E a bezeichnet. Für a = 4 
ist z. B. das Quadrat Q 4 das folgende: 

7. 4. 6. 2. 



65 
7' 


3. 


24 
5' 


7. 


2. 


6. 


1234 
567* 


1. 


13 
5' 



Der Nullpunkt und die Seiten auf den Achsen werden zum Innern von Q a 
gerechnet 

Man überzeugt sich leicht davon, daß auf diese Weise der Punkt x\y 
mit <P(x, y, a) — so schreibe ich kürzer statt <P((x, y, a)) — Nummern ver- 
sehen wird. Von diesen Nummern mögen V((x, y) ; a) zu primitiven Systemen 
gehören. Dann gehören * r (^ L ^;^) Nummern an x\y zu Systemen mit 
dem Koordinatenteiler r, vorausgesetzt, daß x und y beide durch r teilbar 
sind; nur an solchen Punkten kommen derartige Nummern vor. Das folgt 
sofort daraus, daß die Ebene, die aus E a dadurch hervorgeht, daß nur die 
Gitterpunkte, deren (x, y) durch r teilbar ist, mit den Nummern derjenigen 
Systeme der Determinante a bezeichnet werden, deren Koordinatenteiler 
durch r teilbar ist, ein linear r-mal vergrößertes Bild der Ebene 23 fl!I . ist, 
wobei nur an die Stelle jeder Nummer von E a:1 , eine bestimmte Nummer 
von E a tritt. Deshalb ist auch 

(i.) n(^y);«)=f.«W*(",f,f), 

In den beiden ersten Summen durchläuft t alle Teiler von (#, y), 
deren Quadrat in a aufgeht, in der letzten ist r eine beliebige dieser Zahlen 
und für x sind alle Zahlen zu setzen, die mit r multipliziert, in (#, y) auf- 
gehen, während a durch r 2 x 2 teilbar ist. Der Ausdruck #(— ,— ,-^) gibt die 
Anzahl der Nummern an x\y an, die zu Systemen mit durch r teilbarem 
Koordinatenteiler gehören. 

17* 
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Um die Funktion V auf bekannte Funktionen zurückzuführen, be- 
achte man, daß für relativ prime Zahlen k und k' nach (1.) Y((x 9 y) ; k k 9y ) 
= ^((^i y);*) , * r (( ar >y)i*') * 8t - Da nun für k=p a , (a>2), wenn (x,y) die 
Primzahl p in der Potenz p°'(a'>i) enthält, ¥(Sx,y)' 1 p a ) = € &(x,y,p a ) 
-*(--, ^ , p a " 2 ) =j> a ' oder = /> a + p a " 1 = y (p ) ist, je nachdem a' < a oder 
o'^>o ist, so ergibt sich für *P die folgende Bestimmung: 

^(ü x 9y)i a ) * st g^ich dem Produkt derjenigen Primzahlpotenzen 
von (x, y), die in (x, y) mit einem kleineren Exponenten als in a vor- 
kommen, multipliziert mit der Funktion y>(«), wo a aus den Primzahl- 
potenzen von a gebildet ist, die in a mit einem nicht größeren Exponenten 
als in (x,y) auftreten. 

So ist z. B. y((6,6);60) = 2.v>(3) = 8. V((s,y);a) ist gleich 1, 
wenn mindestens eins der beiden Argumente gleich 1 ist 



§ 5. 

Über die Geometrie der Ebene E a will ich hier nur einige Worte 
sagen.*) Geht man von aus in irgendeiner Richtung mit rationalem 
Riehtungskoeffizienten vorwärts, so ist der erste Gitterpunkt, den man dabei 
antrifft, ein solcher, für den (#,#)= 1 ist, für den nächsten ist (#,y) = 2 usw. 
An dem ersten Gitterpunkt steht immer nur eine Nummer, an dem zweiten 
eine Nummer oder *(2) = 3 Nummern, je nachdem a=l oder (mod 2) 
ist usw. Der a-te Gitterpunkt, auf den man so kommt, ist immer ein 
Gitterpunkt des durch Q a bestimmten Quadratgitters. Es ist klar, daß die 
Nummer, die man zuerst erreicht, sich bei jedem Gitterpunkt derselben 
Richtung wiederholt Denkt man sich durch alle Punkte des durch Q a be- 
stimmten Gitters sämtliche Geraden mit rationalem Richtungskoeffizienten 
gezogen, so sind unter diesen Geraden immer nur </>(«), die sich hinsichtlich 
der auf ihnen befindlichen Nummern von einander unterscheiden, und zwar 
ist jede an der zu einem der rp(a) primitiven Systeme gehörigen Nummer 



*) Den Fall, wo a=0 ist, habe ich in einer Arbeit „Über eine Kroneckersche 
Beziehung zwischen Geometrie und Zahlentheorie" (Math. Ann. Bd. 60, S. 285) etwas aus- 
führlicher behandelt; er ist deshalb einfacher als der Fall a>0, weil jeder Gitterpunkt 
schon durch eine einzige Nummer gekennzeichnet werden kann. Vergl. Kroneckera Vor- 
lesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von K. Mensel (Leipzig 1901), Bd. 1, S. 242. 
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kenntlich, die an jedem ihrer Gitterpunkte steht. Durch den Punkt x\y 
gehen "'((#> y);«) in diesem Sinne von einander verschiedene Geraden. 

Man kann fragen, welche Bedingung die Richtungskoeffizienten zweier 
Geraden des Nullpunktes erfüllen müssen, damit sie dieselben Nummern 
tragen. Diese Bedingung besteht darin, daß die als reduzierte Brüche voraus- 
gesetzten Richtungskoeffizienten mm und m':n' der Gleichung 

n~~ n'+la ' 

wo k und / beliebige ganze Zahlen sind, genügen. Denn das System 
Cn™^ * st > we ^ se * ne Determinante e * n Vielfaches von a ist, durch ein 
System (a*) teilbar; die einzige Nummer, die an m\n steht, ist also dieselbe 
wie die an m'\ri, woraus die Behauptung folgt. Umgekehrt läßt sich auch 
leicht zeigen, daß wenn an den Punkten m\n und m'\n\ wo (m, ri)=(m\ n')=l 
ist, dieselbe Nummer steht, wenn also mn'-m'n = (mod a) ist, zwischen 
m, n, m\ n' eine Beziehung von der angegebenen Form besteht. So ist 
z. B. 3:1 =(1 — 4): (3 — 4) und deshalb sind die Geraden mit den Richtungs- 
koeffizienten 3:1 und 1:3 gleichbezeichnet in 2? 4 . 

Durch die affine Transformation Q,$\ wo ad — ßy=*l ist, werden 
die y(a) verschieden bezeichneten Geraden des Nullpunktes permutiert 
Die Gerade mit dem Richtungskoeffizienten mm geht in die mit dem 
Richtungskoeffizienten (ny + m<t):(na + mß) über. Diese Gerade ist hin- 
sichtlich ihrer Nummern von (ny'+mcT') : (?ia'+mß') nicht verschieden, 
wenn a = a', /?=/?', y=/ f £=<P (mod a) ist, so daß man nur die Trans- 
formationen einer Kongruenzgruppe (mod d) anzuwenden braucht, um alle 
möglichen Veränderungen in bezug auf die Nummern von E a zu erhalten. 
Aber es gibt auch Transformationen innerhalb dieser Gruppe, die keine 
Veränderung der Nummern bewirken. Denn wenn 

ny-\-md m-\-ka 
na + mß """ n-\-la 

ist ftir jedes m und n, so führt die Transformation ("g) alle yj(a) ver- 
schiedenen Geraden des Nullpunktes in gleichbezeichnete Geraden über. 
Damit diese Gleichung bestehe, ist die Kongruenz 

n 2 y — m 2 ß + mn(ß — a) = (mod ä) 
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zu erfüllen, es muß also a = cf, /?=0, y = (mod d) sein. Daher gibt es 
so viele derartige Transformationen wie es Lösungen der Kongruenz 
a 2 = 1 (mod ä) gibt, und die Kongruenzgruppe ist deshalb mit einer Permu- 
tationsgruppe der \p(a) verschiedenen Geraden 2^-stufig isomorph, wenn 2* 
die bekannte Anzahl der Lösungen dieser Kongruenz ist. 



§ 6. 

Mit Hilfe der Ebene E a läßt sich die Frage nach den Systemen (a ik ) 
mit gegebener Determinante a beantworten, die durch ein gegebenes System 
(c,*), dessen Determinante c in a aufgeht, teilbar sind. Zunächst kann man 
die Anzahl der nicht assoziierten Systeme (a,*), die durch (c ik ) teilbar sind, 
leicht angeben. Soll (c tt ) [>*] = («,*) und auch (c tt ) [>,'*] = (a fJk )[°ä] sein, so ist 

Daraus folgt, da diese Gleichung richtig bleibt, wenn man auf beiden Seiten 
das System (c ik ) mit von Null verschiedener Determinante wegläßt, 



w[;£]-(/-). 



d. h. die Systeme (y ik ) und (y' ik ) sind assoziiert. Sollen also die Resultate 
der hinteren Komposition nicht assoziiert sein, so dürfen die Systeme (y rt ) 
und (yl) nicht assoziiert sein. Die Anzahl der nicht assoziierten Systeme 
(a tt ), die durch das System (c ik ) teilbar sind, ist daher gleich $((1:6), da 
die Determinante von (y ik ) gleich a:c ist. 

Ein beliebiges mit (a ik ) assoziiertes System werde jetzt mit (a; r), 
bezeichnet, wo i der Koordinatenteiler und t die Nummer des Systems ist 
Dann kann man für (a\ r) t auf unendlich viele Weisen die „Normalform" 



( 



TjT 71- 



aufstellen, wo £?/— */£'=l ist. Denn man braucht zunächst für £ und rj 
hur zwei teilerfremde Zahlen so anzunehmen, daß ?/:£ gleich dem Richtungs- 
koeffizienten einer solchen Geraden des Nullpunktes ist, auf der die Nummer t 
bei jedem Gitterpunkt, für den (#, y) ein Vielfaches von r ist, vorkommt 



Busche, über Gitterpunkte in der Ebene. 125 

Da ferner au jedem Punkt, dessen (#,y) durch a:r teilbar ist, alle Nummern 
der Systeme stehen, deren Koordinatenteiler durch r teilbar ist, insbesondere 
auch alle Nummern der Systeme, deren Koordinatenteiler r ist, so hat man 
g und ff nur noch so zu bestimmen, daß Sij'—ri§'=l ist, um ein Normal- 
system für (a;r) t zu erhalten. Diese Normalform hat vor der reduzierten 
Form eines Systems den Vorzug, daß schon der eine Punkt ^t|^t das System 
vollständig kennzeichnet, da an diesem Punkte wegen (£, r/) = l in E a nur 
eine Nummer steht, die sich auf ein System mit dem Koordinatenteiler t 
bezieht 

Unter Benutzung eines solchen Normalsystems für (c ik ) möge nun, 
wenn a der Koordinatenteiler von (c ik ) y dieses also ein System (c;a), ist, 




= («.0-1 r " ~ r "l 



wo mit dem rechts hinzugekommenen System beiderseits hinten komponiert 
ist Die Gleichung (1.) ist auch eine Folge von (2.)t Die linke Seite 
von (2.) ist 



(3.) 



I a ,a f 



Die Systeme («,*), die Teiler dieses Systems sind, deren Nummern 
in E a also an den beiden Punkten dieses Systems zugleich vorkommen, 
sind nach (2.) und (1.) die gesuchten Vielfachen von (c tt ). Da die Nummern 
der Systeme (a tt ), deren Koordinatenteiler durch a teilbar ist, sämtlich an 
dem Punkte £' — ff— vorkommen, so braucht man in E a nur die Nummern 

des Punktes £a~ Ifja — , die zu Systemen gehören, deren Koordinatenteiler 

C | c 

durch a teilbar sind, aufzusuchen, um alle gesuchten Systeme (a ik ) zu 
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erhalten. Ihre Anzahl ist, wie schon auf andere Weise gefunden wurde, nach 
§ 4, Gleichung (2.) 



* 



(° c n ° c f. 1-0^ 



da « : a 2 durch a : c teilbar ist 

Hat man die Ebenen E e und E a beide hergestellt, so findet man dem- 
nach die Systeme (<z, A ), die durch (c ik ) oder (c ; a) t teilbar sind, dadurch, daß 
man sich die linear a:c-mal vergrößerte Ebene E c auf E a gelegt denkt, so 
daß die Achsen zusammenfallen und die Gitterpunkte der vergrößerten 
Ebene E' c auf den Punkten von E a liegen, deren (x,y) durch a:c teilbar 
ist. Sucht man dann einen Gitterpunkt von E' c auf, an dem die Nummer s 
von (c^ die einzige ist, die einem System mit dem Koordinatenteiler a ent- 
spricht, so geben diejenigen Nummern des mit diesem Punkte zusammen- 
fallenden Punktes von E a} die zu solchen Systemen (a#) gehören, deren 
Eoordinatenteiler ein Vielfaches von a ist, die Systeme (#,*) an, die durch 
(c ft ) teilbar sind. 

§ 7. 

Auf die soeben gelöste Aufgabe kann nun die Fundamentalaufgabe 
zurückgeführt werden, zu bestimmen, wie viele und welche Systeme (a a ) 
Teiler eines gegebenen Systems (6*) oder (6; p) r sind, dessen Determinante b 
durch a teibar ist. Eine Normalform von (b a ) sei 

(i.) r *A w-,r=i. . 

\v(f n-J 

Dann sind in E a die Nummern von Systemen (a a ) zu bestimmen, die zugleich 
an den Punkten §Q\r]Q und I'- rf - stehen. Da an diesen Punkten dieselben 

Nummern sich befinden wie an £•(?, a)|»?-((», «) und !'• (-,«)«/•(-» «), 
so kann man an Stelle von (1.) das System 

(2.) 

\n-(o.a) w'4 
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untersuchen. Es gibt, wie sich zeigen wird, ein System (c ik ) oder (c; a)„ 
das gerade in allen gesachten Systemen (a^) aufgeht. Um es zu bestimmen, 
setze man (2.) nach (3.) von § 6 gleich 



1 a , a f 



Aas dieser Gleichsetzung folgt 

(30 7 = fo' fl >(f Ä ) 

oder 



c = 



(e, «)(-,«) (M->«eX) (->e> a ) 



da 6 : p aus der Klammer weggelassen werden kann, weil es durch p teilbar 
ist. Es ist ferner nach (3.) 



(40 



7 =(*,<>,«), 



° = (P,«):t" 



(!■•) 



Also ist 



(ö.) 



(c;°)»= 



a (q, a) ' 



i;,~- r a 



(>) 



6 N fe, a) 



(fO 



Daß dieses System ein Normalsystem ist, folgt daraus, daß a : (p , </) durch 
« : (— , a) teilbar ist, weil p in 6 : p aufgeht. 

Nach § 6 ist damit die Anzahl der Systeme (a ik ) gefunden, die 
in (6; p) r aufgehen, nämlich nach Gleichung (4.) 

b 



*(ä'P> a )' 
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und diese Systeme selbst ergeben sich dadurch, daß man nach dem 
Verfahren des § 6 alle Systeme ((/<*) aufsucht, die durch das in (5.) 
angegebene System (c; a), teilbar sind. Die Systeme (a ik ) haben einen 
Koordinatenteiler, der durch a = a:(— ,a) teilbar ist, und wenn x ein 
in p enthaltenes Vielfaches von a ist, dessen Quadrat in a aufgeht, so 
ist die Anzahl der Systeme (a ik ) mit dem Koordinatenteiler *, die in 
(/>; p) r aufgehen, gleich 

^t*-; ;.■)• 

Der letzte Teil des Satzes folgt nach § 4 aus (2.). 

Ist z.B. b=p 7Z , p=j^, «=j/, wo p eine Primzahl ist, so ist 
(F 7 iF")r durch alle Systeme mit der Determinante p" teilbar, wenn r<w 
ist; a ist dann gleich 1, und die Anzahl der Systeme (a a ) mit dem Koor- 
dinatenteiler x=p l <^j) 2 ist t//(4)=P''~ 2i +/" 3M , wenn v>2l, = 1, wenn 
v = 2l ist. Wenn zwar v>[i, aber // — £>*' — 2A oder r <;/* + * ist, so 
ist die genannte Anzahl ebenfalls gleich Vv»)> wenn a ^ er t 1 " *0 — 2/ 
oder v ><( + *, ist, so ist sie gleich />""*. Dabei ist 0=2)"-"+?, wenn 
r>n — u ist; dann muß A>r— ?* + /', also i'<fn— /*■+ A sein. Natürlich 
ist immer A<r>. 



§8. 

Zwei Gitterpunkte mögen in bezug auf das System (m ik ) homolog 
genannt werden, wenn sie zu den Gitterpunkten des durch (m lA ) bestimmten 
Punktgitters dieselbe Lage haben, wenn also ihre Koordinatendifferenzen 
Wii.tf-n + ww*!! w 2l //-n + W22 ,«i a i sind, wo fi n , u 2 \ ganze Zahlen bedeuten. 
Irgend ein Parallelogramm vom Inhalt m des zu (th ä ) gehörigen Punkt- 
gitters enthält demnach ein System von m nicht homologen Gitterpunkten 
in bezug auf (w,*)? UT) d irgend ein anderer Gitterpunkt ist mit einem dieser 
7« Punkte homolog. Während also die Verteilung der Gitterpunkte in den 
Parallelogrammen zweier assoziierten Systeme im Sinne des § 3 im allge- 
meinen wesentlich verschieden ist, ist doch jedem Gitterpunkt des einen ein 
homologer Punkt des anderen zugewiesen. Ist (w lA ) primitiv, «0 gibt es 
demnach Systeme von nicht homologen Punkten, die aus m auf einander 
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folgenden Gitterpunkten einer Geraden bestehen, da man den Typus eines 
zu (m a ) assoziierten Systems in entsprechender Weise auswählen kann. Ein 
System von m nicht homologen Punkten in bezug auf (m, k ) kann zugleich 
ein solches in bezug auf ein mit (m^) nicht assoziiertes System mit dem- 
selben Koordinatenteiler sein, im allgemeinen trifft das jedoch nicht zu. 
Sind aber die Systeme nicht äquivalent, so kann eine solche Überein- 
stimmung Überhaupt nicht stattfinden. 

Von nun an werde die Voraussetzung, daß die Determinante eines 
Systems >0 sei, nicht immer beibehalten. Zwei Systeme (n ik ) und (r tt ) 
sollen in bezug auf ein drittes System (m ik ) — den Modul — für das m > 
ist, kongruent oder Reste von einander heißen, wenn die beiden Punkte N x 
und N 2 von (n ik ) beziehungsweise den beiden Punkten R x und R 2 von (r Ä ) 
in bezug auf (m ik ) homolog sind. Definiert man die (assoziative und kommu- 
tative und mit jeder Komposition distributive) Addition und die Subtraktion 
zweier Systeme in bekannter Weise durch die Gleichung 

A"ii e\2\ ^ Ali cj 2 \ __/^n±c{i cn±Ci2\ 

\C*2i 6*22/ "" V>il 6*22/ \C 2l ±6'2l ^22 ±^22/' 

so ist die Kongruenz 

(?i ik ) = (r ik ) (mod(m„)) 

gleichbedeutend mit der Gleichung 

(1.) 0«») = (wi ll )W f +(r it ). 

Da man jeden Punkt eines zu (m ik ) gehörigen vollständigen Systems 
von nicht homologen Punkten als einen Punkt R x und auch als einen Punkt 
R 2 auffassen kann, so gibt es m 2 verschiedene Reste des Moduls (>n t *), die 
zugleich in bezug auf jeden mit (m ik ) assoziierten Modul ein vollständiges 
Restsystem bilden. 

Man kann in (1.) bei gegebenem (n ik ) und (m ik ) den Rest (r a ) so 
bestimmen, daß, wenn (rc l7k ) durch (m ik ) teilbar ist, (r a .) = ( Q), und wenn das 
nicht der Fall ist, OOOn wird. Der Beweis dieses Satzes beruht auf 
dem folgenden, leicht zu beweisenden geometrischen Satze: Ein durch einen 
Eckpunkt eines gegebenen Parallelogramms und zwei beliebige in dem 
Parallelogramm liegende Punkte bestimmtes Parallelogramm ist kleiner als 
das gegebene Parallelogramm. Sucht man nun die homologen Punkte zu 
den Punkten N x und N 2 in dem Parallelogramm OM x M z M 2 von (rn ik ) auf, 

18* 
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so werden diese Punkte, wenn nicht N t und N 2 homolog sind, von mindestens 
einem Eckpunkt des Parallelogramms aus gesehen so liegen, daß der zu N 2 
homologe Punkt links von dem zu N x homologen Punkt liegt. Die rela- 
tiven Koordinaten dieser beiden Punkte in bezug auf den genannten Eck- 
punkt von M x M z M 2 nehme man als die Zahlen r ik an, wodurch R x und R 2 
bestimmt sind. Dann ist 0O<m. Wenn die Punkte N x und N 2 homolog 
in bezug auf (m ik ) sind — in diesem Falle kann keiner von ihnen mit 
einem Gitterpunkt von (m ik ) zusammenfallen, außer wenn (n ik ) = ( fy 
(mod (m ik )) ist — , so kann man als den erwähnten Eckpunkt von OM x M^M 2 
den Nullpunkt nehmen und darauf den Punkt 7? 2 , der mit R x zusammenfällt, 
durch den nächsten homologen Punkt ersetzen, der von aus gesehen links 
von R x liegt. Dann ist wieder 0<r<;w. Durch (r ik ) sind die Zahlen Qi a ) 
in (1.) eindeutig bestimmt. 

Nun kann man mit (m a ) und (r ft ) genau so verfahren, wie vorher 
mit Qi ik ) und (wi a ) und kommt durch diese dem Euklidischen Algorithmus 
entsprechende Vorschrift, weil die Determinante der Reste immer kleiner 
wird, schließlich zu dem Rest (qq\ Der vorhergehende Rest ist, wie ebenso 
gezeigt wird wie in der gewöhnlichen Zahlentheorie, ein größter gemein- 
samer Teiler von (n lt ) und (w,*), d. h. ein System, das durch alle gemein- 
samen Teiler von (?4) und (m ik ) teilbar ist. Das Verfahren ist wegen der 
Willkür, die in der Auswahl der Reste vorhanden ist, kein vollständig durch 
(n ik ) und (?n rt ) bestimmtes, aber zwei verschiedene größte gemeinsame Teiler 
sind assoziiert, weil sie durch einander teilbar sind. Zwei Systeme heißen 
relativ prim zu einander, wenn ihr größter gemeinsamer Teiler die Deter- 
minante 1 hat. 



§ 9. 

Die zu zwei Systemen (a ; r) t und (a! ; t'),, gehörigen Punktgitter haben 
gewisse Gitterpunkte gemeinsam, die ein System (m ; a) t bestimmen. Dieses 
System ist durch die beiden gegebenen Systeme teilbar und möge das 
kleinste gemeinsame Vielfache von (a;r), und (a';x') tf heißen. Ist m = aa\ 
so sind (a]i) t und (a'\r*) t , relativ prim und umgekehrt; ist m ein echter 
Teiler von aa', so haben (a;r) f und («';*% einen größten gemeinsamen 
Teiler mit von 1 verschiedener Determinante. In dem ersten Falle soll 
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(w;a), als das Produkt von (ajr), und (a f ;t'),, bezeichnet und 

(w;*). = («;*)* («';*% 

gesetzt werden. Eine solche Gleichung enthält nur eine Aussage über die 
zu den darin vorkommenden Systemen gehörigen Punktgitter; das Zeichen 
(a ; r) t z. B. bedeutet ja irgend eins der unendlich vielen assoziierten Systeme, 
die in E a durch die Nummer t gekennzeichnet sind. Diese Multiplikation, 
die sofort auf beliebig viele relativ prime Faktoren ausgedehnt werden kann, 
ist assoziativ und kommutativ. Es ist leicht, wenn man z. B. für (tf ;t), und 
(V; r ')<' die reduzierten Systeme wählt, die Koordinaten des Produktes und 
uligemeiner die des kleinsten gemeinsamen Vielfachen und auch die des 
größten gemeinsamen Teilers aus den Koordinaten der gegebenen Systeme 
zu bestimmen, doch kann das hier unterbleiben. 

Die Definition des Produktes führt zu dem folgenden Zerlegungssatz: 
Sind die Determinante a und der Koordinatenteiler t eines Systems 
in Primfaktoren zerlegt 

a = 77 p?< und r = /7 p?' (0< u,< J), 
so ist 

(«;T) f =Ä(p?';Ä- 

Jedes der Systeme rechts ist eindeutig bestimmt, denn nach dem Satz 
des § 7 ist (a\t) t nur durch ein System mit der Determinante p?* teilbar, 
und zwar gerade durch ein System mit dem Koordinatenteiler pf*. 

Wenn a gleich einer Primzahl p , also t = 1 ist, so ist (p ; l) r nur 
durch sich selbst und durch das System mit der Determinante 1 teilbar. 
Ein solches System möge ein Primsystem heißen. Ist a = p n und r = 1 , so 
ist (jp n ; l) r nur durch je ein System von der Determinante p° (a = 0, 1, 2, ... n) 
teilbar. Wenn aber * =p" (O </t<C^) ist, so ist die Anzahl der Teiler 
mit der Determinante p a für <7 = 0, 1, 2, ... /i gleich * (p n ~ a , P** , p ) = *QO» 
ferner für a = ^+l,. ,.7i — |i gleich *(]>") und für <r=7i— u+1, ... n gleich 
<l>(p n - a ). Die Gesamtzahl der Teiler ist also gleich 

71+ 1 + (ti -l)p + (71-3)/+.. . + (77-2/^+1)^. 

Aus dem Begriffe des Produktes folgt unmittelbar, daß, wenn ein 
Teiler von (a ; z), einen Faktor hat, dessen Determinante eine Potenz von p* 
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ist, dieser Faktor auch in dem Faktor (/)?* ; p^) r . von (« ; r), aufgeht Daraus 
ergibt sich: 

Die Anzahl aller Teiler von (« ; t), ist gleich 

Dieselbe Anzahl wird auch durch J£ «I> (~, t, tf) angegeben, wo d 
alle Teiler von a durchläuft. 

Für a = 36, t = 6 — das einzige derartige System hat die Nummer 76 — 
ist z. B. T(36 ; 6) 7G = (3 + 2) . (3 + 3) = 30. Es gibt also 30 Punktgitter, 
die in jedem Punkt, für den (x, y) = 6 ist, einen ihrer Punkte haben. 

Aus dem Schluß von § 7 folgt noch leicht daß die Anzahl der Teiler 

V _____ ' 

von («;t) m die den Koordinatenteiler ^ = /7i>i* (0 <; Ä, <;/*,) haben, gleich 

ist. 

Cber die Multiplikation der Systeme werde noch folgendes bemerkt 
Da bei dem Euklidischen Algorithmus die Komposition und nicht die Multi- 
plikation benutzt wurde, so kann man daraus nicht schließen, daß das Produkt 
zweier relativ primer Systeme nur durch die in einem von ihnen aufgehenden 
Systeme teilbar wäre. So ist z. B. das Produkt zweier nicht assoziierter 
Primsysteme, deren Determinante p ist, nicht bloß durch diese beiden Systeme, 
sondern durch alle p + 1 Systeme der Determinante p teilbar, weil dieses 
Produkt den Koordinatenteiler p hat. Für Systeme, deren Determinanten 
relativ prim sind, gilt der angegebene Satz. 



§ 10. 

Um die Anzahl der Systeme eines vollständigen Restsystems (mod (<i; r) f ), 
die zu dem Modul relativ prim sind, zu bestimmen, ist die folgende Betrach- 
tung voranzuschicken. 

Zwei Systeme (a; t), und («'; r'),,, deren Determinanten a und a f 
relativ prim sind, bestimmen je ein Punktgitter, und diese haben das zu dem 
Produkt (a;i)t («'; r') t gehörige Punktgitter gemeinsam. In einem Parallelo- 
gramm P^,, dieses Gitters liegen aa! Gitterpunkte, von denen außer dem 
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Nullpunkt a'— 1 zu dem Gitter von (a; t), und <*— 1 von diesen verschiedene 
zu dem Gitter von (a'; t'),, gehören. Die a' zum Gitter von (a; t), gehörigen 
Punkte (einschließlich des Nullpunktes) bilden ein System von nicht homo- 
logen Punkten in bezug auf (a'; r')„ . Denn wären zwei von ihnen homolog, 
so wäre der Endpunkt der mit ihrer Verbindungsstrecke gleich langen und 
parallelen vom Nullpunkt ausgehenden Strecke ein Punkt, der zugleich dem 
Gitter von («;*)< und von (a'; t'),, angehörte, während er doch innerhalb 
des Parallelogramms P aa ,, oder eines anliegenden kongruenten Parallelo- 
grammes liegt. Daher bilden die a' 2 Systeme, die durch diese a' Punkte 
bestimmt sind, und auch die a' 2 Systeme, die aus ihnen hervorgehen, wenn 
man zu allen dasselbe beliebige System (r rt .) addiert, ein vollständiges Rest- 
system (mod (a'; r') tt ). Daraus folgt, daß von den a 2 a' 2 (mod (a; r) t («'; r'),,) 
inkongruenten Systemen genau eins einen beliebig vorgeschriebenen Rest 
(mod (a;*),) und einen solchen (mod («'; t'),,) hat, und deshalb ist die Anzahl 
der (mod (a; t), (a'; t%) inkongruenten Systeme, die zum Modul teilerfremd 
sind, gleich dem Produkt der entsprechenden Anzahlen für die Moduln (ct]t) t 
and (a';T')„. Diese Anzahl braucht daher nur für einen Modul, dessen 
Determinante eine Primzahlpotenz ist, bestimmt zu werden. 

Zwei Systeme sind dann und nur dann relativ prim, wenn sie nicht 
durch dasselbe Primsystem teilbar sind. Ist nun (p n ; 1), ein primitives 
System, so ist es nur durch ein Primsystem Q>; l) r teilbar. Man findet also 
die Anzahl aller (mod (p n ; 1),) inkongruenten und zum Modul teilerfremden 
Systeme, indem man von der Anzahl aller p 2n inkongruenten Systeme die 
Anzahl derjenigen abzieht, die durch (p; l) r teilbar sind. Da p 71 " 1 Gitter- 
punkte des Gitters von (jp; l) r in einem zu (j) n ; 1), gehörigen Parallelogramm 
liegen, so ist die Anzahl der durch (p; l) r teilbaren Systeme gleich p 2n " % 
und deshalb die gesuchte Zahl 

(10 vG^iW'-Ci-^). 

Hat dagegen das System, dessen Determinante die Primzahlpotenz q* 
ist, den Koordinatenteiler 9*£o </*<■*-), so ist es durch alle Primsysteme 
(95 l) r (^*= 1 , 2, ... 9+ 1) teilbar. Daher ist jetzt (? + l)<? 2 *~ 2 von q 2 * abzu- 
ziehen. Dann sind aber die Vielfachen von (%g\ die durch alle (<?; l) r 
teilbar sind, (j+l)-mal in Abrechnung gebracht, während ihre Anzahl nur 
einmal abgezogen werden darf. Diese Anzahl, die gleich q 2 *~* ist, weil q*~ 2 
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Gitterpaukte des Gitters von ($ ) in dem zu (j*;?' - )« gehörigen Paraiielo- 

gramm liegen, muß also <?-mal wieder addiert werden; die gesuchte Zahl ^ 
ist daher jetzt 

(2.) <p(q'^ u ) t =q t '-(q+r ) q"- 2 +q'q i '- t =T^-^-\)- 

Fttr ein aus verschiedenen Primzahlen zusammengesetztes a ergibfcÄ 
sich die entsprechende Anzahl durch Multiplikation der für die einzelnen _m 
Primzahlpotenzen von a geltenden Anzahlen. Somit ist folgender Satz be 
wiesen: 

Hat ein System (a ; t), die Determinante und den Koordinatenteilerr=r- 

a = hp? i hq^ undr=i7#;, 

so ist die Anzahl der mod (a ; r) t inkongruenten und zum Modul teuer 

fremden Systeme gleich 

9C«;*wA(i-£)ä(i-£)(i-^ 

Ein dem öat/jffschen Satz über die Euler&che ^-Funktion, wonacl 
die Summe aller y- Funktionen der Teiler einer Zahl gleich dieser Zahl ist- 
entsprechender Satz gilt auch für die Funktion q>(a;r) t . Der Gaußsch 
Beweis läßt sich aber ohne eine nicht ganz einfache Erörterung über kom 
plementäre Teiler eines Systems nicht übertragen. Dagegen macht es kein 
Schwierigkeit, sondern erfordert nur eine etwas langwierige, wenn aud 
ganz elementare Rechnung, die in Diiiehlet-Dedekinfa Vorlesungen fll 
Zahlentheorie (§ 14) angegebene Beweismethode zu verallgemeinern. D 
Beweis braucht nur für ein System (p*;^), geführt zu werden. 

Da nach § 7 die Anzahl der Teiler mit gegebener Determinante un 
gegebenem Koordinatenteiler — nur von diesen Zahlen hängt die ^-Funktioi 
des Teilers ab — bekannt ist, so kann man die Summe S der g>-Funktionei 
aller Teiler berechnen. Man zerlege S in die Summen S' und £", voi 
denen die erste sich auf alle primitiven Teiler, deren ^-Funktion nach (1. 
berechnet wird, die zweite auf alle übrigen Teiler bezieht, wobei die Gleich 
(2.) anzuwenden ist. Man findet, da y(l ; l) t = 1 ist, 
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s"=i{ J p 41 +p« +l (p+i)+i> 41+4 (/+^)+-+/' ,+w (^ , - 2 +^'- i - 1 ) 



1=1 



+ (p*+-H' + fr+n+* + ... +p >»-^)p*-H (l _ I f )(l _ I) 

und nach Ausführung der angedeuteten Rechnungen 

S = 8' + S"=p 2 ". 
Damit ist der Satz bewiesen, der durch die Gleichung 

ausgedrückt wird, wo die Summe auf alle Systeme, die in (a ; t), aufgehen, 
zu erstrecken ist 
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Sur les forces donnant lieu ä des trajectoires coniques. 

Par M. Cyparisaos Stephanos, ä Athene«. 



uoit, dans an plan XOY, nn point (x, y) sollicitä par une force 
acclllratrice 

d*x y d?y y 

dont les deux composantes X et Y sont des fonctions des coordonn£es d« 
ce point Je me propose d'examiner dans ce qui suit dans qnels caa le» 
trajectoires du mobile sont tontes des coniques, quelles que soient les coa — 
ditions initiales. 

Ce probl&me a d6jk 6t6 examin£ par Bertrand,*) dans le cas oü la- 
force (X, 7) aurait en chaque point une direction uuique en g£n£ral. BerlrantZ. 
dlmontre que, dans ce cas, la force doit passer par un point fixe ou 6tr^ 
parallele k une direction fixe.**) 



•) Bertrand: Note sur un probleme de la Micanique, Comptes Rendas, 1877 r^ 
t. 88, p. 731 et s. Bertrand avait dejä posc le probleme dans une Note anterieare ^^= 
Sur la possibilite de diduire d'une seule les hü de Kepler et le principe de TaUracturr^^ 
(ibid. p. 673). 

**) Voici ce que Bertrand dit ä ce sujet (loc. cit. p. 731): „Si Ton suppoae, ei — 3 
an point, la vitesse dirigee dans le sens de la force, le rayon de courbure de la trajectoir^^ 
en ce point sera infini; or une conique dont en an point le rayon de courbure est infin i 
est necessairement une ligne droite, et des droites en nombre infini, puisqu'ü en paivu^^ n 
par chaque point, sont au nombre des trajectoires possibles. Ces droites ne peuven~~ -t 
d'ailleurs se couper qu'en un point, oü la direction de la force soit indeterminee, o-^"t 
Ton en conclut qu'elles doivent etre paralleles ou passer par un meme point... Cetfc»- -° 
condition introduite dans Penonce fait disparaitre la difficulte et la complication de^^s 
calcul8. a 

II est clair que Bertrand n'a pas songe ä considerer le cas oü la force cor 
spondant ä an point donne serait ä plusieurs determinations ayant des directions diffe 



y 
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L'examen da cas glnlral, oü la force (X> 7) n'est pas n^cessairement 
ä direction unique, nous a conduit ä ce r&ultat qu'en dehors des Solutions 
comprises dans le cas consid6r£ par Bertrand, notre probtöme n'admet aucune 
autre Solution. Nous avons en effet d£montr6 que toute force (X, Y) faisant 
decrire au point mobile une conique quelles que soient les conditbns initiales 
doit passer par un point fixe ou etre parallele ä wie direction fixe. 

En achevant l'application de notre m&hode ä la determination des 
forces centrales ou ä direction fixe faisant mouvoir un point suivant des 
coniques, nous avons retrouv6 les rlsultats connus, dus ä Darboux et 
ä Ralphen.*) 

I. 

1. L'lquation difl&rentielle des coniques est, comme on sait, 

Si dans cette 6quation on introduit, au lieu des d6riv£es de y par 
rapport ä x, les d6riv£es x\ y\ x", y'\ ... de x et y par rapport ä une variable 
ind£pendante quelconque, on obtient le r&ultat: 



f9(12) 2 (15) + 45(12) 2 (24)-45(12)(13)(14) 
l + 40(13) 3 - 90(12)(13)(23) = 0, 



(1.) 

&ant pos6 

(12) = *y-yV' f (I3) = x'y'"-y'z' !t , ... 

et en g£n£ral 

(ij) = x«hf»-yVW\ 

rentes (chaque determination variant d'une maniere continue avec x et y). Si Ton 
s'attache cependant ä tirer da raisonnement de Bertrand une conclusion valable dans 
le cas d'une force ä direction multiple on arrive ä ce resultat que: si toutes les trajectoires 
du mobile sollicite' par une force (X, Y) sont des coniques } ü faut bien que parmi cea 
trajectoires soient comprises toutes les droites tangentes ä une courbe donne'e, ce qui exige 
que le force (X, Y) soit constamment tangente a la courbe en question (propriete ex- 
primee par l'äquation differentielle E = du present travail). 

*) C. R., t. 88. On doit au9si ä Halphen le resultat important suivant: „Si 
toutes les trajectoires d'un mobile (#,y, s), sollicite par une force (X, Y, Z) dont les 
composantes sont des fonctions des coordonnees du mobile sont des courbes planes, cette 
force doit passer par un point fixe ou etre parallele ä une direction fixe." 

19* 
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La relation (1.) constitae ainsi la condhion necessaire et süffisante 
pour qne la trajectoire d'un point mobile, dont les coordonnees (J%y) sont 
donnlea en fonction d'une variable quelconque, soit une coniqae. 

Poor exprimer maintenant que tontes les trajectoires d'un point mobile 
(•r. y), sollicitl par one force (A\ Y) dont les composantes A ? V sont des 
fonctions des coordonnle* x. y. sont des coniqaes, il snffit d'exprimer qne la 
relation d&luite de (1.) en y rempla^ant 

x" et y" par X et 7, 

x et y par -■— .r + ^ - y et -^— x + -?— y \ 
y r ox oy ,7 ex cy J ' 

est satisfaite quelles qoe soient les valeore de x.y,x\ y'. 

La condition en question est ainsi exprimee par reVanonissement^- M t 
identiqoe de l'expression suivante: 

(2.) tö(Yx' -Xyy E+9(V*' -fy)F+G, 

oü 

e= r, x* + (r, - a.) a r- a, p, 

F= [12] Ä + 5 [12] ff - 5 [13] 4-10 [13] [23], 
G = 9 [12]* /> - 45 [12] [13] C+ 40 [13]\ 
Itant pose" 

[i2]=iy-Ay, 

[13] = <T, x' + l'.yV - (A, x' + A,y')y', 
[23] = (J>' + Y 2 y') A-(A,x' + A 2 y') r, 

A=V\X+ Y 2 I)x'-(A, A+ A, Y)y\ 

Ä=(7 I x'-A 1 y')(A I x' + A 2 t/') + (I>'-A ? t/')(J>'+i; y ') 
+ 3[(r i ,r'+r i ,y')x'-(A II .r' + A 1? y')y']^ 

+3[r„«'+ J*y>'-(A„*'+ A K y')y'] r, 

ff = (Y u x« + 2Y, i x'y'+Y xi y«)X-(X u .r" + 2X n x'y'+X n tr)Y 
C =(J'„x'H 2 r„xy + r w ^)x' -(A 1I x" + 2A„x'y'+ Ä^y'^i 

/; = (r m x' j + 3r m x' j y'+3r m x'y"+ wk 

-(A m x" + 3 X m x'y+ 3 A m *'y' + A m y")y', 
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les indices 1 et 2, ajontls aux symboies Aet Y, d&ugnant des d6riv£es par- 
tielles par rapport aux variables x et y ^comme, par exemple, A m = ~, „ j '. 

Les expressions E>FttG, qui figurent dans la formale (2.), mnt des 
polynömes homogenes par rapport h,x\y', de degrfo respectifs 0,3 et 6, on 
voit que l'&ranouissement identique de Texpression (2.) est äquivalente au 
systöme des trois conditions suivantes: 

£ = 0, F=0, G = 0, 

dont les deux dernteres doivent avoir lieu quelles que soient les valeurs 
de af et y'. 



IL 

Signification de la condition E=0. 
2. L'lquation diff&entielle 

E=r t X* + (r 9 -X t )XY-X 2 r 2 = 0, 
pouvant etre £crite comme il suit: 

exprime que les deox fouctions 

Y xY-yX 

X ei X 

«loivent ftre li6es entre elles par nne relation, c'est-ä-dire que les fonctions 
— T,XttxY— yX doivent 6tre liees par une relation homogene 

f(-Y,X,xV-yX) = 0. 

L'equation E = signifie ainsi que la droite passant par le point (x, y) 
^t ayant la direction de la force ( X 9 Y) correspondante teste toujours tangente 
<i une courbe fixe, celle ayant pour equation tangentielle: 

ffav, vi) = 0. 

*) Dans ce qui suit noos continuerons ä employer les indices 1 et 2 avec la meme 
signification. Par exemple (M — 2 N) t denotera la derivee g- (Af— 2iV). 
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II est ais£ de voir que la möme £quation E == exprime la condition 
pour que l'lquation diflförentielle Yx' — Xxf = repr&ente un systfcm^ 
de droites. 



III. 

Formales ayant lieu dans le cas ou E=0. 

3. Si dans les expressions de jF et G on remplace x f par X et i 
par Y on obtient: 

F(X,Y)=-lbE 2 , 

G(X,Y) = 40 E\ 

On voit par lä que chacmie des identitls 

F=0, G = 

implique la relation E=0. 

En profitant de la relation E=0 on peut mettre les expression» F 
et G sous des formes facilitant consid&ablement l'&ude de notre probl^nae. 

Aussi allons-nous donner quelques formules, valables dans le cas oü 
£=0, qui nous seront fort utiles par la suite. 

4. Dans le cas oh 72=0 les expressions [13], [23] et 4 du n* 2 
sont Ividemment divisibles par 

[i2]=jv-xy. 

En supposant donc quei£=0, on peut poser: 

[13] = [l2][Kx' + Ly'], 
[23] = [12]3i, 

A = [12]N, 

on K, L, M, N designent des fonctions de x et y. 
On aora ainsi: 

f X X = KX-M, 



(3.) 



2\-i = Li JL , 

Y X =KY, 
l 7, =LY-M 
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et 



(4.) 



M+N=KX+LY. 



On remarquera qae les formales (3.) se permatent entre elles lors- 
qa'on behänge entre eox X et Y, K et L % aiasi qae les indices 1 et 2. De 
cette maniere les formales relatives k Y t et Y 2 peuvent etre d&luites de celles 
relatives k X t et X 2 . 

5. En partant des formales (3.) et (4.) od troave: 

X n = K l X + (Ä, - LO Y+K 2 X- 2KM, 

X n =L x X+L(KX-M), 

X„=(L t + U)X, 

y u =(k 1+ k 2 )y, 

Y 12 = K 2 Y+K(LY-M), 
l Y 22 = L 2 Y-(K 2 -L l )X+L i Y-2LM 



(5.) 



et aassi: 
(6.) 

(7.) 
De plus les egalites 



(Kt-LJX+LM, 






•Ai=. K t X+K 2 Y+K(N-M) } 
. N 2 = Z, X+ L 2 Y+ L (N- M). 



conduisent k la relation: 

(8.) (K n - L u ) X + (K n - 1,0 r= 3 (Jf, - L t ) M. 

On a enfin les relations: 

( X m = K n X+ (JST„ - L„) 7+ 3Z, AT+ 3(Ä, - U) 7- 3üf, M 

+ K*X-3K 2 M, 
X m = L n X + K l LX+K 2 LY+2L l KX-L l LY-2L l M 

+ K 2 LX-2KLM, 
X m = L l2 X+2L l LX+L 2 KX-L 2 M+KL i X-L > M, 
[X m = (L„+SL 2 L + U)X 



■■(«•) 
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oü 

2°) que la fonction T sott de la forme T=t % r designant un polynöme du 
second degre en x et y. 

VI. 

Solutions communes aux systemes F=0 1 G = 0. 

17. Examinons maintenant quelles doivent 6tre les Solutions communes 
aux deux systemes J^=0, 6^ = 0, qui sont toutes du reste telles que E=0. 

D'apräs ce qui pr6c&de, la force (X, Y) doit 6tre tout d'abord 
teile que 

X=Tg, F=77i, 
oü 

g 2 = h l = 0, g l = / h = i l 1 

c'est-ä-dire qu'elle doit fetre centrale ou parallele ä une direction fixe. 

Dans le cas oü A#,0, y^O*— ^Oi Ä = A(y— yi), l 1 doit 6tre k la 

fois de la forme r 2 , % d&ugnant un polynöme entier du second degr£ en x 
et y, et de la forme 

* designant une fonction homogene du premier degr£ des diff&ences z — z xi 
y — y t et fi une constante. Cela ne peut se faire que de deux mani&res: 
1° si *(# — # M y — yd est £gal ä la racine carr^e d'un polynöme homog&ne 
et de second degr£ par rapport aux difflrences x — x t et y — yi, tandis que 
^ = 0, 2° si <P(x — x n y — y^ est £gal ä une expression linäaire et homogene 
par rapport aux diflferences #— x x , y—yn u pouvant avoir une valeur quelconque. 
D'autre part, dans le cas oü X = 0, y = «, A = 6, on a £galement deux 
Solutions, pouvant fetre consid6r6es comme des limites des Solutions präcldentes 
correspondant au cas oü le point x x , y x s'^loigne ä l'infini sur la droite 

3 

ay — bx = 0. Dans ce cas 7 T doit fetre ä la fois de la forme % 2 , r designant , 
un polynöme du second degr6 en x et y, et de la forme [y(«y — bx) — --J — 
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Bemerkungen zur Theorie der algebraischen Kurven. 

Von Herrn Georg Landsberg in Breslau. 



Uie nachfolgenden Ausführungen geben einige Ergänzungen zu dem 
kurventheoretischen Teile der von Herrn K. Hensel und mir gemeinsam her- 
ausgegebenen „Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabein * (im 
folgenden kurz mit A. F. zitiert). Die erste Note stellt die beiden ver- 
schiedenen Darstellungen einander gegenüber, deren das System der Wende- 
punkte einer ebenen algebraischen Kurve fähig ist, und bestimmt die diesen 
Darstellungen zugehörigen Divisoren, wobei sich die Hessesche Determinante 
als weniger einfach erweist, als die aus den Differentialen gebildete Deter- 
minante. Die zweite gibt in ausführlicher Weise die (a. a. 0. 27. Vorl. § 4 
nur skizzierten) Entwicklungen, welche notwendig werden, wenn man die 
Systeme der wirklichen und der scheinbaren Doppelpunkte einer algebraischen 
Raumkurve darstellen und von einander trennen will. Für diesen Teil der 
Untersuchung kann noch auf die Note des Herrn ,4. Brill „Über die Dar- 
stellung algebraischer Raumkurven durch eine Gleichung* (Gott Nachr. 1901, 
S. 156) hingewiesen werden, welche mit der hier vorliegenden mancherlei 
Berührungspunkte darbietet. 

I. Die Ilessesche Determinante. 
Die Wendepunkte einer ebenen algebraischen Kurve w-ter Ordnung 

(l.) *X*i*i !*0 = o 

können aus zwei verschiedenen Gleichungen erhalten werden, entweder indem 
man die Nullstellen der Determinante 
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(2.) 



•I/m «vj *Xs 2 

dx t) dx x dx 2 
d 2 x {) d 2 x x d 2 x 2 



oder indem man die der ü/meschen Determinante bestimmt: 



(3.) 



H=\ 



dxidxk 



=i*y. 



0,4 = 0,1,2) 



Beide Determinanten erhalten, wenn die Untersuchung in unein- 
geschränkter Allgemeinheit geführt wird, überflüssige Nullpunkte, aber die 
erste nur dann, wenn die Kurve Rückkehrpunkte oder allgemeiner ein- 
zweigige Singularitäten besitzt, während in der zweiten jede beliebige Singu- 
larität überzählige Faktoren hervorbringt, die abgesondert werden müssen. 
Die erste ist also für die Bestimmung der Wendepunkte geeigneter als die 
zweite; dies soll durch Vergleichung der den beiden Determinanten zuge- 
hörigen Divisoren erwiesen werden. 

Man kann # , x 1} x 2 als Funktionen n-ter Ordnung des zu einer 
Bieynanmchen Fläche gehörigen Körpers auffassen und somit in der Form 
darstellen (A. F. 25. Vorl.): 



(4.) 



a a, 



a 



wobei SCo, SC lf SC a drei ganze linear unabhängige und teilerfremde Divisoren 
derselben Klasse von der Ordnung n und S( eine lineare Verbindung von 
ihnen bedeutet. Dann ist (A. F. S. 442 und 444): 



(5.) 



// = 



81?% 



2(3 



worin 9t 2 den Divisor der Wendepunkte bedeutet, während 9t, der Divisor 
der Rttckkehrpnnkte ist, der algebraisch als größter gemeinschaftlicher 
Teiler der Differentialteiler von 

X^ CIX 2 ~~ X 2 CLXi , X 2 CIX[) — " Xq CLX 2 , Xy CLX^ ~~ X± uXq 

es ip pi jp 

erklärt ist. Diese Differentiale sind bekanntlich den Ableitungen -0— , -5—, 
dF 



da;, 



proportional, ond wenn man 



21* 
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(6.) 



dF ~~ dF ~ 8F 



dx t dx, dx t 

setzt, so gehört zu dM der Differentialteiler (A. F. S. 428): 



(7.) 



dM= 



S> 



wo 2) den Divisor der Doppelpunkte bedeutet, der alle Kurvensingularitäten 
mit den durch die Art der Singularität bedingten Multiplizitäten enthält 

Um nun auch den zu H gehörigen Divisor zu ermitteln, differentiiere 
man die Gleichungen (6.), wodurch man erhält 

x x d 2 x 2 - XicTxt = dM- dF„ + d*M- F„ , 

x,d'3e -x d'x a = dM- dF, + d'M- F u (f' = n) 

x u d 2 x 1 - .t, d 2 x u = dM . dF 2 + d*M- F 2 , 

und folglich ist 

Xidxtt—Xvdxi, Xtd'xo—Xud'xi, ¥ ,„i^i ^li 

; = dJP j : 

x v dx x —Xidx v , x, ) d i x l — x 1 d 2 x \ \F 2 dF 2 ' 

= dir_, F » F » F », '* *« *» 

n — 1 \F w F 2l F n \ idx„dx l dx i ' 

Durch leichte Umformung und nochmalige Anwendung der Gleichungen (6.) 
findet man schließlich 

(8.) (fi-iyj = H-dM\ 

Geht man also auf die Divisorengleichungen (ö.) und (7.) zurück, so 
ergibt sich 

Die Hessesche Determinante verschwindet also außer für die Wendepunkt**' 
(Divisor 9t 2 ) nicht bloß, ebenso wie d, in den Rückkehrpunkten (Divisor $l^P 
sondern darüber hinaus noch für jeden singuldren Punkt der Kurve, und zxv(^ 
ist der überflüssige Faktor die dritte Potenz des Divisors 3) der Doppelpunkt^ 
der algebraisch durch die Gleichungen (6.) und (7.) definiert wird. 

Natürlich ergibt die Gleichung (8,), ebenso wie (5.) die bekam* -- * 
Plückersche Formel für die Anzahl der Wendepunkte der Kurve. 
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II. 

Die Divisoren der scheinbaren und der wirklichen Doppelpunkte 

eine?* Raumkurve. 

§1. 

Eine Raumkurve (* H von der Ordnung n und dem Geschlechte p sei 
durch die Gleichungen gegeben: 

(1.) ^:^:^:^3 = 2t„:2l 1 :9t 2 :5t 3 , 

wobei die % teilerfremde ganze Divisoren w-ter Ordnung bedeuten, die zu 
einer gegebenen Riemannschen Fläche vom Geschlechte p gehören und 
äquivalent sind, so daß ^r = — eine Funktion des Körpers ist. Um nun die 
Gleichungsform des von einem beliebigen Raumpunkte P=(u X) , u u «,, ?z 3 ) 
ausgehenden Projektionskegels zu bestimmen, setzen wir 



(2.) 



S U1 — X it U l — X t U {) , $23 — #2 U S — #3 U 2 > 

*<« = #0 *h — A 2 W C) > §31 == #3 W l — #1 W 3 ? 

> £()3 == #0 ^3 ^3 "ll ? §12 == ^1 W 2 »^2 **1 • 



Die Linearformen £„i, § (I2 , £ m sind dann und nur dann unabhängig, 
falls m„#0, d. h. falls P nicht in der ersten Seitenebene E {] des Koordinaten- 
Tetraeders gelegen ist. Unter dieser Voraussetzung kann also die Gleichung 
des Projektionskegels n-ter Ordnung in die Form gebracht werden: 

(3.) *„(&,, &,, $ { *) = zU aßr &&& = (), c+^+r«) 

worin die Koeffizienten £7 ganze Formen von w IM t^, w 2 > w 3 bedeuten. 
Um den Grad dieser Formen zu bestimmen, berücksichtigen wir, daß die 
Gleichung 

*n(^i, Äa, *s) = -2" ü aß7 x?ix%xl = 

die Schnittkurve des Projektionskegels und der Ebene E i} darstellt, und 
daß, wenn umgekehrt ein Punkt (#i, # 2 , # 3 ) dieser Ebene gegeben ist, das 
Projektionszentrum P ebenfalls auf einem Kegel rc-ter Ordnung gelegen ist, 
der die Cl enthält. Hieraus folgt erstens, daß die Formen U aßY den Grad n 
Laben, und zweitens, daß sie sämtlich verschwinden müssen, wenn die 
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Variabein w, durch die Divisoren 31, ersetzt werden. Wir schreiben daher 
jetzt genauer: 

( 5 5 \ 

und erhalten im ganzen vier verschiedene solche Gleichungsformeln des 
von P ausgehenden Projektionskegels, nämlich 



(*■) 



*i(u|£io,li2,£i 3 ) = 0, 

*3 0^3O,^3l,^32) = 0, 



je nachdem der Index oder 1,2,3 bei der Aufstellung der Gleichung 
bevorzugt wird. Jede der Formen <£ , <£,, <£ 2 , * 3 ist zufolge ihrer Definition 
eine irreduktible Funktion der sieben in ihr auftretenden Variabein; ersetzt 
man aber in ihnen § ik durch £,m* — #*?',, so zerfallen die Formen <P { in 
Faktoren, aber nur so, daß sich aus jeder von ihnen ein allein von den 
Variabein u abhängiger Teiler herausheben läßt, nach dessen Ablösung ein 
allen vier Formen gemeinsamer und allein wesentlicher Faktor zurückbleibt. 
Um diese Tatsache zu beweisen, berücksichtigen wir zunächst, daß 
auch nach Ausführung der durch die Gleichungen (2.) gegebenen Substitution 
die Formen <2>, in bezug auf die Variabein x irreduktibel bleiben müssen; 
denn würde z. B. * durch jene Substitution in zwei Faktoren S und T 
zerfallen, die beide von x abhängig sind, d. h. wäre 

= O (l( V) U x , U2* ^3|^ül #1 J X 2l X$) • 1 (jl {i1 U x , U 2l ^31^0? #1, X 2 ) #3), 

so würde eine solche Zerlegung auch dann noch existieren, wenn ?a, = 1, 
w 1 ==^ = ?/ 3 — gesetzt wird, und das ist unmöglich, weil die linke Seite 
obiger Gleichung übergeht in 

±*ü(l, 0,0, O^,^, £3) 

und, gleich Null gesetzt, den vom ersten Eckpunkt A^ des Koordinaten- 
tetraeders an die Kurve gehenden irreduktiblen Projektionskegel darstellt 
Aus diesem Grunde erhalten durch die Substitution die Formen 4> , * n # 2 > ^3 
einen größten gemeinsamen Teiler H(u\x), der in bezug auf x vom n-ten 
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Grade ist, and der, gleich Null gesetzt, die Bedingung dafür darstellt, daß 
die Verbindungslinie der Punkte u und x die C* schneidet. Die Gleichung 
H(u\x) = stellt somit den Komplex der Sekanten der Raumkurve dar; 
ihre linke Seite kann daher bei Vertauschung der Punkte n und x höchstens 
das Zeichen wechseln und muß also auch in bezug auf die Variabein u 
den Grad n haben. Wir erhalten demgemäß die Zerlegungen 



**(w|^.^»ftr) = ^00-^w U), 



(i =0,1,2,3) 



worin die Formen G,(u) nur von u abhängen und den Grad n haben. Es 
ist aber G { einfach gleich w"; denn setzen wir z. B. in * die Variable 
# = 0, so erhalten wir 

± m5*u(m|*i, ^2, ^3) = G (u) H(u\0 9 x u x 7 , x 3 ), 

und da 4> (u| x u x 2) x 3 ) und H(u\0^x lJ x 2l x i ) sowohl in bezug auf u wie in 
bezug auf x den Grad n haben, so muß notwendig G t) (ti) = u^ sein. Somit 
erhalten wir schließlich in der Tat die wichtige Relation, die die Formen *< 
in (4.) mit einander in Verbindung bringt: 



(5.) 



= *&&>**>> M . = H(u\x). 



Will man also die Gleichung des Projektionskegels nur mit Hilfe 
dreier von den sechs Koordinaten § darstellen, die denselben Index i ent- 
halten, so gelingt dies nur dadurch, daß man die Komplexgleichung i/=0, 
die in beiden Variabeinreihen den Grad n hat, mit dem überflüssigen 
Faktor u* behaftet. Andererseits läßt sich die Funktion H 9 weil sie und 
alle ihre Differentialquotienten nach den x t bis zu denen der Ordnung 
(;i— 1) hin verschwinden, wenn #,= w t . gesetzt wird, als ganze Form n-ter 
Ordnung von allen sechs Koordinaten § ik darstellen.*) Diese Darstellung ist 
freilich wegen der quadratischen Relation, die zwischen den sechs Koordi- 
naten S ik besteht, nicht völlig bestimmt; man kann sie aber, wenn man 
will, nach Clebsch**) dadurch zu einer bestimmten machen, daß man die 
stets erfüllbare Bedingung 

*) 8. den Zusatz. 
~) Math. Ann. Bd. II, S. 1. 
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d'H d'H d'H _ n 

' i 2t 2£ i r>v. os. — v 



hinzufügt. Nimmt man irgend eine dieser Darstellungen als bekannt an, so 
kann man alsdann z. B. zu der Gleichungsform * = zurückgelangen, in- 
dem man mit K multipliziert und auf jedes Produkt u v £ ik die Identität 

anwendet. 

Für die wirkliche Berechnung der Formen *, wird es daher am 
besten sein, zuvörderst die Komplexgleichung H= aufzustellen. Dies erfolgt 
am einfachsten, wenn man eine Sekante der Raumkurve nicht, wie bisher, 
durch die Strahlenkoordinaten £,*, sondern lieber durch die ihnen propor- 
tionalen Achsenkoordinaten % definiert. Es seien nämlich (y,„ y n y 2 , y*) 
und (v,„ VuVajVj) die Koordinaten zweier Ebenen, welche die Gerade ent- 
halten, und es werde 

Vik^yiVk-yki'i 

gesetzt; dann ist bekanntlich 

5ui • bW ' 5<Ö • 523 • 531 • b 12 = *?23 • %1 : '1/l2 • tyn • ^02 • työ • 

Bei Einführung dieser Achsenkoordinaten % gibt die Komplexgleichung 
11=0 einfach die Bedingung dafür, daß die beiden Ebenen (t/ t ) und (v t ) 
sich auf der Kurve schneiden; man hat also die Bedingung dafür aufzu- 
suchen, daß die beiden Divisoren 

f y* %> + Vi % + 2/2 2l 2 + 3/3 S X> und 

einen gemeinsamen Teiler haben. Diese Bedingung, die als die Resultante 
der beiden Divisoren (6.) zu bezeichnen ist, ist eine homogene Form ^-ter 
Ordnung in den beiden Variabeinreihen (*/<) und (v t ) und nach Übergang 
von den Achsen- zu den Strahlenkoordinaten identisch mit der linken 
Seite H der Komplexgleichung. 

Ist z. B. die C" eine Raumkurve dritter Ordnung, gegeben durch die 
Gleichungen : 

x^: 0^1X21X3=* 1:ü>:co 2 :cü 3 , 

so hat man die Resultante der beiden Funktionen 

y(ü>) = y u + y 1 cü + y 2 (o 2 + yja> 3 und v (u>) = u + v l u> + v 2 (Jüi i + i' l u> y 
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zu bestimmen. Dies geschieht hier am besten nach der Cayleyschen Methode, 
bei der ans Y nnd V die Funktion 



7MFW-WW ^ 



0) CO 



(,',*=0,1,2) 



MJ1 


£» 


*.. 


£» 


§B"t"§12 


&i 


£» 


£» 


€» 



zusammengesetzt wird, weil alsdann die Koeffizienten sich bereits linear 
ans den Determinanten rj ik zusammensetzen. Man erhält so: 

^23 J Vi* ? *7<J3 

Will man von da durch Multiplikation mit tijS zu *„ übergehen, so findet man 

^U 5)1 ) — ^ü 5)2 ? U \ 5)2 "~ ^2 5)1 

Ml 5)2 — ^2 5)1 , W 3 f w — t* t £ ,„ , 1/j £ (J3 — W 3 | (|2 

Falls die Raumkurve nicht rational ist, so kann zur Bildung der 
Resultante der beiden Divisoren (6.) folgendes Verfahren angewendet werden. 
Man setze 









a. 



und bilde die Funktionen n-ter Ordnung des Körpers: 

2/ = 2/u+y,£+y 2 77+2/ 3 £ 



und 



v = v +v 1 !;+v 2 i] + v 3 t. 



Wählt man nun irgend eine Funktion des Körpers z von der Ordnung v 
als unabhängige Variable, so genügt y der Gleichung 

welche in y den Grad y, in z den Grad n hat und deren Koeffizienten von 
yu,yi,y2,y* abhängen. Diese Gleichung, die als definierende Gleichung 
des Körpers angesehen werden kann, ergibt durch Differentiation nach 
y^yiiViiy* auc ^ 5? ? 7»£ *k rationale Funktionen von y und z. In der Tat 
erhält man, wenn G' y die Ableitung nach y bedeutet, 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 2. 22 



\ 
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f£ö;=o f 



folglich 

ae, ae, ae, ög 
v = ^ ^-^ & — = #(y, s). 

Betrachtet man jetzt y als unabhängige Variable, so ist die Norm von v 
das über alle n Wurzeln z u z 2 ,...z n von (? = erstreckte Produkt 

N(v) = R(y,z 1 )RQ,,z 2 )...R(y,z n ), 

und als solches eine rationale Funktion von y, welche in bezug auf die v i 
ganz und homogen und vom Grade n ist. Der Wert dieser Funktion für 
y = gibt, gleich Null gesetzt, die Bedingung dafilr, daß die Gleichungen 
v=0 und y = eine gemeinsame Wurzel haben. Man erhält so zunächst 
eine Form n-ter Ordnung der Variabein v iy deren Koeffizienten rational von 
den Variabein y i abhängen. Bringt man alsdann diese Koeffizienten auf 
gemeinsame Nenner und befreit die Zähler von gemeinsamen Teilern, so 
erhält man schließlich die Resultante. Man kann bei der letzten Reduktion 
von der Bemerkung Gebrauch machen, daß die Resultante bei Vertauschung 
von y und v höchstens das Vorzeichen ändert. 



Zusatz. 

Der im Vorstehenden benutzte Satz über biquaternäre Formen läßt 
sich folgendermaßen erweisen: 

I. Eine biquaternäre Form, welche in bezug auf die Variabein x 
linear, in bezug auf die Variabein u von beliebigem Grade n ist, läßt sich 
als Linearform der Linienkoordinaten £ tt in (2.) darstellen, wenn sie für 
#. = w t . verschwindet. 

Denn ist 

* = <£#;£, 
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und JS {7^ = 0, so ergibt sich durch Differentiation dieser Identität nach u k 
und Anwendung des Satzes von Euler, daß 

r) TT 

(n+l)* = 2;^(x,^~^?/,) 

~t duj* 
ißt. 

II. Ist nun //(t*|:r) die Form auf der linken Seite der Komplex- 
gleichung, von der man weiß, daß sie mitsamt allen ihren Differential- 
quotienten erster, zweiter, ... (n— l)-ter Ordnung für # t .= u, verschwindet, 
so bildet man die w-te gemischte Polare von H: 

^Bsfeü*' «P •"*'• -•' ••- 

welche in bezug auf jede der n Variabeinreihen a (,) , # (2) , ...x iH) linear ist 
und der Voraussetzung nach identisch verschwindet, wenn eine von ihnen 
den u { gleichgesetzt wird, so daß #J Ä) =w t wird. Folglich wird nach dem 
vorigen Satze 

und wenn man nunmehr die n Variabeinreihen .r (1) , £ (2) , ...#°° wieder alle 
einander gleich annimmt, so geht die Polare P bis auf einen konstanten 
Faktor in die Form H(u\x) über, die somit als homogene Funktion u-ter 
Ordnung der Größen £,* dargestellt wird. 



§2. 

Um jetzt die Doppelstrahlen des Projektionskegels unserer Kurve 
zu erhalten, differentiieren wir die fundamentale Identität (5.) hinter einander 
nach 4£ 9 £|,£2>*3) wodurch wir erhalten: 



(V.) 



__ d& 9* ö# 
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n\ ö *o n-ifdll . dH , all \ 

ö# ._,/3fl , dH t dH \ 



Nach der bereite in I (7.) benutzten Hauptformel ist nun der Divisor 2) der 
Doppelstrahlen des Projektionskegels gegeben durch den Nenner des Diffe- 
rentialteilers von: 



3* "~ n _ 2 (dH dH .dH 



denn der zu tf 3/ gehörige Differentialteiler ist -£— , wo 21 den gemeinsamen 

Nenner der vier Funktionen s.— g 1 bedeutet 

Das Differential rf3/ ist in vier verschiedenen Formen darstellbar; 
nach Weglassung des unwesentlichen Nenners u*~ 2 erhält man durch Kom- 
position mit vier beliebigen Größen Ä, M A n Ä 2 ,Ä 3 die Darstellung: 
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Die hier auftretende alternierende Bilinearform 
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stellt, gleich Null gesetzt, den ersten Polarkomplex der Verbindungsgeraden 
der Punkte (A.) und (u t ) in bezug auf den Sekantenkomplex #=0 dar und 
beide Komplexe haben eine Strahlenkongruenz der Ordnung n(rc — 1) gemein, 
so daß durch jeden Punkt des Raumes w (n — 1) Kurvensekanten gehen, 
welche der Gleichung W = genügen. Insbesondere gehen auch durch den 
gegebenen Punkt (u) n(n— 1) solche Strahlen, so daß V auf der Kurve ein 
Punktsystem der Ordnung w(w — 1) bestimmt Von diesen n (•» — 1) Punkten 
sind nun zunächst diejenigen abzusondern, deren Tangente die Gerade [hu] 
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der alternierenden Form V für alle Strahlen des Komplexes H and es ist 
somit für diese 

Q "° SB« öS,, + öS 0J Ö5 fl + ä? 0J d$» - U ' 

die linke Seite also durch -ff teilbar. Man weiß, daß die Gleichung (12.) 
bei einem beliebigen Komplexe die singuläreu Linien und durch diese die 
Singularitätenfläche des Komplexes ergibt. Im Falle eines Sekanten- 
komplexes sind also alle seine Strahlen singulär, und der Komplex gibt 
somit zur Bildung einer Singularitätenfläche keine Veranlassung. 
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Beiträge zu den Grundlagen der analytischen 

Mechanik. 

Von Herrn Julius Farkas in Klausenburg. 



Insofern man die Mechanik diskreter Massenpunkte nicht bloß als 
schematische Grundlage für die Mechanik approximativer Bilder von Natur- 
körpern aufbauen will, sondern vielmehr schon in der Anlage derselben 
danach trachtet, daß sie einen reellen Inhalt erlange, ist man genötigt, in 
allen ihren wesentlichen Elementen einen möglichst engen Zusammenhang 
mit der Wirklichkeit herzustellen. Dies ist aber um so erstrebenswerter, als 
dadurch die Disposition für eine weitere Entwicklung unserer Kenntnisse an 
Fruchtbarkeit gewinnt. 

Ich halte es daher nicht für überflüssig, wenn ich gewisse Ergebnisse 
der Betrachtungen, die ich in dieser Hinsicht angestellt habe, hier ver- 
öffentliche. Ich skizziere dabei fast das ganze Bild, in welchem sich die 
Anfänge der analytischen Mechanik vermöge der bezüglichen Ansätze dar- 
stellen, weil der Einfluß dieser Ansätze sich fast in allen Gebieten jener 
Anfänge zeigt. — Es liegt ferne von mir, die Berechtigung der üblichen 
Abstraktionen in Zweifel zu ziehen, und in den Definitionen des ersten 
Kapitels beabsichtige ich nur, zweckmäßige Substrate für jene Abstraktionen 
beizubringen. Was die Ersprießlichkeit eines derartigen Verfahrens betrifft, 
so verweise ich z. B. auf den Begriff der ursprünglichen Konstruktion der 
Relationen des Zwanges (Nr. 3), welcher sich für die Bestimmung der sprung- 
weisen Fortsetzung eines Zwanges (Nr. 16) und für die Bestimmung reibender 
Bewegungen (Nr. 22) als nützlich bewährt hat. 

Journal für Mathematik Bd. 181. Heft 3. 24 
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Ich werde öfters meinen Aufsatz „Theorie der einfachen Ungleichun- 
gen"*) zitieren müssen, und ich werde das immer unter der Bezeichnung 
(Ungl.) tun. In bezug auf diesen Gegenstand erwähne ich aber schon jetzt 
die „Geometrie der Zahlen" des Herrn Minkowski, welcher ich in Nr. 18 
noch gedenken werde. Dieselbe ist meines Wissens die einzige Arbeit neben 
meinem Aufsatze, in welcher nicht die beschränkende Voraussetzung ent- 
halten ist, daß die Anzahl der von einander unabhängigen Ungleichungen 
kleiner oder höchstens gleich ist der Anzahl der von einander unabhängigen 
determinierenden Funktionen. 



/. Definitionen und Voraussetzungen. 

1. Über die Wahl der Koordinatensysteme. Das Koordinatensystem 
soll flir die zu betrachtenden Bewegungen immer so gewählt werden können, 
daß die Koordinaten der Massenpunkte als zweimal differentiierbare Funk- 
tionen der Zeit erscheinen. Geht man zu einem anderen Koordinatensysteme 
über, desseu Transformationskoeffizienten als zweimal differentiierbare Funk- 
tionen von der Zeit explizite oder implizite abhängen, so bewahren offenbar 
die Koordinaten der Massenpunkte diese Eigenschaft 

Die Koordinatensysteme sollen nun immer dementsprechend gewählt 
werden. Es soll aber schon jetzt für allemal noch festgesetzt werden, daß 
einem solchen Koordinatensysteme nie eine andere Lage zugedacht werde als 
die, welche von demselben tatsächlich eingenommen wird. Ein solches Koordi- 
natensystem darf offenbar von dem wirklichen mechanischen Zustande (Ruhe 
oder Bewegung) der zu betrachtenden Massenpunkte, nicht aber von anderen 
denkbaren Bewegungen derselben abhängen, so nämlich, daß je nach den 
bloß gedachten Bewegungen derselben, das Koordinatensystem ebenfalls 
verschiedene Bewegungen ausfuhrt, was z. B. der Fall wäre, wenn der 
Anfangspunkt eines Koordinatensystems unveränderlich, also für wie immer 
gedachte Bewegungen mit einem Massenpunkte verbunden wäre. 

Ein Koordinatensystem, in welchem hier der mechanische Zustand 
von Ma88enpunkten betrachtet wird, soll also immer so gedacht werden, daß 
mit demselben nie eine andere Bewegung vorgenommen wird als eine 



*) Dieses Journal Bd. 124. 
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gewisse einzige, nach der angegebenen Regel der Differentiierbarkeit vor- 
geschriebene. Solche Koordinatensysteme sollen natürliche genannt werden. 
Nur anendlich kleine Änderungen, die in einem Zeitelemente wirk- 
lich entstehen, sollen mit dem Zeichen d angedeutet, aber alle, wie immer 
in einem Zeitelemente entstanden gedachte Änderungen mit dem Zeichen b 
gemerkt werden dürfen. Wird also das natürliche rechtwinklige Koordi- 
natensystem |, tj , £ auf das andere, ebenfalls natürliche rechtwinklige Koor- 
dinatensystem x, y, z mittels der Relationen 

(x, y, s) = (A n A 2 , A3) + (<*!, « 2 , a 3 )f + C*i, ft, Ä^ + G'i, }"> y0£ 

bezogen, und wird dem Punkte (x, y, z) in dem Koordinatensysteme x, y, z 
eine Bewegung mit der Geschwindigkeit (bx,by,bz):bt und mit der Be- 
schleunigung (Vx, b 2 y, b 2 z):bf zugedacht, so hat man für bt=dt: 

(b.r,bi/ 5 bO = rf« + [^(«) + («)bl] + ..., 
(b 3 *,b 2 y,b 2 s) = <F(;i) + ^^ 

2. Inneres und äußeres materielles System. Lagersystem, Knüpfungs- 
system, Zwangsbestand. Die Massenpunkte (il/), für deren mechanischen 
Zustand wir uns jetzt für ein natürliches Koordinatensystem interessieren, 
sollen im allgemeinen durch massenlose Körper (®) mit einander und auch 
mit anderen Körpern (K) verbunden sein. Letztere (K) sollen sich aber in 
einem, von den Massenpunkten (il/) unabhängigen mechanischen Zustand 
befinden« Die Massenpunkte sollen sich mit diesen Körpern (K) auch in 
unmittelbarer Berührung befinden können, und in dem Systeme der Körper (Ä) 
sollen auch Bewegungen, insbesondere Deformationen stattfinden können, 
welche unabhängig von den Massenpunkten (M) verlaufen. Unter den Ver- 
bindungen durch die Körper (Ä) ist übrigens lediglich zu verstehen, daß 
infolge der Zuordnung derselben die Bewegungsfreiheit der Massenpunkte 
eine Einschränkung erleidet, ebenso, wie durch die unmittelbaren Berührungen, 
die zwischen dem Körpersystem (K) und den Massenpunkten stattfinden. 

Das System der Massenpunkte (ili) und der Körper (®) und (K) soll 
das innere System, der übrige materielle Inhalt des unendlichen Raumes 
das äußere System genannt werden. Ich nenne das System (®) Knüpfungs:- 
system, und das System (K) Lagersystem. Das Gesamtsystem der Körper (Ä) 
und (K) nenne ich Zwangsbestand. 

24* 
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3. Zwang. Wir denken uns znr Zeit t uro einen der Massenpunkte 
eine unendlich kleine geschlossene Fläche a. Der materielle Inhalt, welcher 
von einer solchen Fläche a umgrenzt wird, soll die Umgebung des Massen- 
punktes genannt werden. 

Entfernt man für einen Augenblick aus der Umgebung eines Massen- 
punktes die darin befindlichen schweren Teile des Zwangsbestandes, so soll 
der Massenpunkt in natürlichen Koordinatensystemen eine unbeschränkte 
Bewegungsfreiheit besitzen. Ich gebe dieser Voraussetzung einen kürzeren 
Ausdruck, indem ich sage, daß die Beweglichkeit der Massenpunkte in 
einem natürlichen Koordinatensysteme lediglich durch den Zwangsbestand 
beschränkt werden soll. 

Die Beschränkung der Bewegungsfreiheit der Massenpunkte wird 
Zwang genannt. Dieser soll nun außerdem immer so beschaffen sein, daß 
die gleichzeitig möglichen elementaren Verrückungen (dx, dy, dz) der 
Massenpunkte durch einfache Relationen zwischen ihren Komponenten und 
dem zugehörigen Zeitelemente dt 

2 x (Adx + Bdy + Cdz) + D l dt=0, 
Z 2 (Adx+ Bdy + Cdz) + D 2 dt = 0, 



(1.) 



S l ^L8x + Mdy + Ndz) + O l dt'>0, 
Z 2 (Ldx + Mdy+Ndz) + O 2 dt>0, 



bestimmt werden können, wo die Koeffizienten „im allgemeinen" stetige und 
differentiierbare Funktionen der Örter (x T y, z) der Massenpunkte und der 
Zeit sind, sich bloß mit diesen Variabein ändern (und zwar mit der Zeit 
nur insofern, als in dem Zwangsbestande Bewegungen stattfinden, die 
von den Massenpunkten unabhängig sind), für endliche Werte der Variablen 
endlich sind und höchstens gewöhnliche Unstetigkeitsstellen, d. h. solche 
von der ersten Art, besitzen. Ferner ist die Anzahl der von einander un- 
abhängigen linken Seiten als Funktionen der Komponenten dx, dy, dz nie 
größer als die Anzahl der in denselben tatsächlich vorkommenden Kompo- 
nenten dx, dy, dz. Die Anzahl der von einander unabgängigen Ungleichungen 
hat dabei keine obere Grenze (Ungl. IL). 

Die Beziehungen (1.) sollen die Relationen des Zwanges genannt 
werden. Zu diesen gehört noch die Ungleichung dt> 0. Indem aber für dt 
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keine untere positive Grenze in bezug auf die Verrückungen vorgeschrieben 
ist, d. h. keine obere positive Grenze für die Größen der Geschwindigkeiten 
(8x> 8y, dz): 8 t besonders vorliegt, so kann man schreiben: 

(1\) 8t>0. 

Nach den voranstehenden Voraussetzungen wird die Bewegungs- 
freiheit der Massenpunkte lediglich durch die Forderungen der Relationen 
(1.), (1.)' beschränkt. Entfernt man daher aus den Umgebungen aller 
Massenpunkte die darin befindlichen Teile des Zwangsbestandes, so hören 
diese Relationen auf zu existieren. 

Der durch die Relationen (1.), (!'.) charakterisierte Zwang ist aller- 
dings ein spezieller. Überdies soll jetzt noch die folgende Einschränkung 
festgesetzt werden: Sind (dx, 8y, 8z) in dem Zeitelemente 8t von den 
Örtern (x,y,z) aus mögliche elementare Verrückungen, und ist 8f>dt, so 
sind (dx — dx, 8y — dy, 8z — dz) aus den, um das Zeitelement dt späteren 
Örtern (x+dx, y + dy, z + dz), in dem Zeitelemente dt — dt mögliche Ver- 
rückungen. 

Außerdem soll noch von den Relationen (1.) angenommen werden, 
daß sie auf die Weise geschrieben sind, daß in möglichst großer Anzahl 
solche unter denselben vorkommen, von denen eine jede für sich einen Zwang 
vorstellt, der durch einen Teil des Zwangsbestandes realisiert wird, und sonst 
keine überflüssigen unter denselben vorkommen. In dieser, wie ich sagen 
will, „ursprünglichen" Konstruktion soll das System (1.) in den allgemeinen 
Betrachtungen, insbesondere in den Nummern 6 und 16 verstanden werden. 

Alle hier dem Zwange zugeordneten Eigenschaften gehen, wie leicht 
ersichtlich, aus einem natürlichen Koordinatensysteme in alle anderen natür- 
lichen Koordinatensysteme über. 

4t Parametrische Ausdrucke des Zwanges. Stetigkeit desselben. Die 
Relationen des Zwanges sollen jetzt für einen jeden Zeitpunkt parametrisch 
aufgelöst werden (Ungl. VI). Bedeuten 8v ganz willkürliche, 8w willkür- 
liche nicht negative Parameter, so kann die Auflösung für den Zeitpunkt t 
in der Form geschrieben werden: 



(20 



dx i = F n dv 1 + F„dv 2 + - + P M dt+P n dw l + l> i3 dw i + ... 1 
8y i = G il dv l + G a 8v 2 + - + Q iU dt+ Q n dw t + Q a dw 2 + ..., 
dz i = H H dv 1 + H a dv 3 + »+R„dt+B a dw 1 + li a dw t + ...; 
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denn vermöge der in Nr. 3 angegebenen algebraischen Eigenschaften der 
Relationen des Zwanges kann et als einer der Parameter benutzt werden. 
Es sollen Übrigens die Parameter wegen mancher Zwecke in möglichst 
kleiner genügender Anzahl vorhanden gedacht werden. 

Da die Koeffizienten in (1.) Nr. 3 wenigstens „im allgemeinen" ste- 
tige und differentiierbare Funktionen der örter und der Zeit darstellen, so 
können die Ausdrücke (2.) jedenfalls auf die Weise bestimmt werden, daß 
die Koeffizienten derselben gleichsam als „im allgemeinen* stetige und 
differentiierbare Funktionen jener Variablen erscheinen. 

Es soll aber noch eine weitere Verfügung getroffen werden. Betrachtet 
man die Methode, nach welcher gegebene einfache Relationen parametrisch 
aufgelöst werden könnnen (Ungl. VI), so sieht man, daß bei den in der 
vorigen Nummer zugelassenen Unstetigkeiten der Koeffizienten in (1.) die 
Parameter 8 v und 8 w immer auf die Weise angesetzt werden können, daß 
die Koeffizienten in (2.) für endliche Werte der Variablen ebenfalls endlich 
sind und höchstens Unstetigkeiten der ersten Art aufweisen. Besitzen z. B. 
ursprunglich gewisse Koeffizienten des Parameters 8 tri Unendlichkeitsstellen 
in endlichen Werten der Variabein, so setze man dw l ^=tpBw' l mit der For- 
derung y>>0; dann kann die Funktion y immer auf die Weise gewählt 
werden, daß keine Koeffizienten des Parameters 8 w[ für endliche Werte der 
Variabein unendlich werden, sondern höchstens Unstetigkeiten der ersten Art 
darbieten« Man kann dabei die Annahme aufrecht erhalten, daß die neuen 
Koeffizienten geradeso wie die alten und wie diejenigen in (1.), sich mit 
der Zeit nur insofern ändern, als in dem Zwangsbestande Bewegungen statt- 
finden, die unabhängig sind von den Massenpunkten. 

Sämtliche angegebene Eigenschaften der Koeffizienten ebensowohl in 
(2.) wie in (1.) gehen, wie leicht ersichtlich, aus einem natürlichen Koordi- 
natensysteme in alle anderen natürlichen Koordinatensysteme Über. 

Ich sage von einem Zwange, daß er in einem Zeitintervalle stetig ist, 
wenn die (möglichst kleine genügende) Anzahl sowohl der Parameter dv 
als auch der Parameter 8w „im allgemeinen u (d. h. höchstens einzelne Zeit- 
punkte ausgenommen) fortwährend dieselbe ist, und dabei die Koeffizienten 
F , G, H, P, Q, R in dem gemeinten Zeitintervalle stetig sind. 

5. Bedingungsgleichungen des mechanischen Zustandes für einen steligen 
Zwang. Die wirklichen elementaren Verrückungen der Massenpunkte ge- 
hören unter die möglichen elementaren Verrückungen derselben. Man hat 
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Die Stetigkeit eines Zwanges (l.) = (2.) ist also an die Bedingung 
gebunden, daß die Bewegung auf die Weise vor sich geht, daß diese 
Gleichungen erfüllt werden. 

Es ist nicht ausgeschlossen, daß während der Stetigkeit eines Zwanges 
die Funktionsformen der in (1.) und (2.) vorkommenden Koeffizienten sich 
an den Grenzen gewisser Gebiete der Variabein (Koordinaten und der Zeit) 
sprungweise ändern. Diese Gebiete können immer durch bestimmte Un- 
gleichungen zwischen den Variabein bestimmt werden. 

Bilden die Gleichungen (4.) in einem Gebiete eines stetigen Zwanges 
ein nicht unbeschränkt integrables System, ist also in diesem Gebiete die 
Anzahl der von einander unabhängigen Integralgleichungen größer als die 
Anzahl der von einander unabhängigen Differentialgleichungen, so treten 
dagegen funktionelle Unbestimmtheiten in der allgemeinen Lösung auf, 
außerdem können auch noch singulare Lösungen vorkommen. Das System 
der Integralgleichungen kann aber nur iusofern einen Vorzug haben vor 
dem System der Differentialgleichungen, als die in dem ersteren enthaltenen 
Unbestimmtheiten durch vorliegende Daten, welche unabhängig sind von 
dem mechanischen Zustande der Massenpunkte, bestimmte Redaktionen 
erfahren. In dieser Hinsicht darf in dem Rahmen bisheriger Erfahrungen 
behauptet werden, daß das System der Integralgleichungen ersetzt werden 
kann durch ein System vollends bestimmter Integralgleichungen und ein 
durchaus nicht vollständig integrierbares System von Differentialgleichungen, 
welch letztere nur solange Bestand haben, als eine oder mehrere der er- 
haltenen bestimmten Integralgleichungen durch die Örter der Massenpunkte 
erfüllt bleibt, indem gewisse Relationen des Zwanges nur solange Bestand 
haben, als gewisse andere bestehen. Diese sind diejenigen Relationen des 
Zwanges, von welchen keine für sich allein durch einen Teil des Zwangs- 
bestandes realisiert wird (nämlich in der „ursprünglichen" Konstruktion des 
Systems (1.) in Nr. 3). 

6. Spontane Unstetigkeitsstellen eines Zwanges. Ist der Zwang (1.) 
= (2.) stetig von dem Zeitpunkte /,, bis zu dem Zeitpunkte t\ so bestehen 
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Es ist noch zu beachten, daß in dem Zeitelemente dt\ in welchem 
die hier aufgeschriebenen Glieder zum ersten Male erscheinen, die Elemente 
dw a1 dw b , ... positive Werte haben, und daß die ganz neuen Glieder erst 
in dem Zeitpunkte t' + dt auftreten. Demnach hat man z. B. 

*(£ , &+* , & + *s!)+o.>o. 

wogegen man um das Zeitelement dt früher noch 

hatte, und daraus folgt für den Zeitpunkt t=t' — dt: 

Gehören aber im Sinne der Schlußbemerkung der vorigen Nummer zu den 
nunmehr beiseite zu lassenden Ungleichungen des Zwanges akzessorische 
Gleichungen desselben, die mit jenen Ungleichungen zugleich bestehen oder 
fallen, so bestehen diese Gleichungen, so wie auch die Ungleichungen 
selbst, auch noch in dem Zeitpunkte t' — denn die ganz neuen Glieder 
erscheinen in den parametrischen Ausdrücken erst nach dem Zeitpunkte i 
— so daß die Differentialquotienten der linken Seiten der entsprechenden 
Gleichungen in (4.) noch in dem Zeitpunkte t (= t — dt) verschwinden. 
Diese Bemerkungen sind für die Nr. 16 von Wichtigkeit. 

7. Freie Beschleunigung, freie Kraft. Beziehung derselben zu ver- 
schiedenen Koordinatensystemen. Aus der Umgebung eines Massenpunktes 
(Nr. 3) sollen die darin befindlichen schweren Teile des Zwangsbestandes 
für einen Augenblick entfernt gedacht werden. Die Beschleunigung, die in 
diesem freien Zustande dem Massenpunkte in einem natürlichen Koordinaten- 
systeme eben zukommen würde, nenne ich die freie Beschleunigung des- 
selben für das Koordinatensystem, und das Produkt der freien Beschleuni- 
gung und der Masse m des Massenpunktes soll die auf den Massenpunkt 
wirkende freie Kraft für das benutzte Koordinatensystem genannt werden. 

Es ist zu beachten, daß der Massenpunkt bei diesen Definitionen mit 
seiner wirklichen Geschwindigkeit behaftet in Betracht kommen soll. Geht 
man daher von einem natürlichen Koordinatensysteme x, y, z zu einem 
anderen £, 17, £ über, welches durch die Relation 

(x, y, *)=(*!, *a» i 3 ) + («1, «2, *>)S+(ßu Ä, Ä)^+(yn 7», ydt 
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mit dem vorigen zusammenhängt, so darf in den Gleichungen der Nr. 1, 
welche sich jetzt auf den augenblicklichen freien Zustand des Massenpunktes 
(x,y 9 z)m mittels des Zeichens b beziehen soll, in den ersten Differentialen 
das Zeichen d an Stelle des Zeichens b gesetzt werden. (b 2 £, b 2 y } b 2 z):d? 
und (b 2 £, b 2 *7,b ? £):d* 2 bedeuten jetzt die freie Beschleunigung des Massen- 
punktes in dem einen und in dem anderen Koordinatensysteme. Dement- 
sprechend bestehen zwischen den Komponenten X, Y, Z und *T,Z/, Z der 
freien Kraft die Relationen 

JT= a x X + a 2 Y+ « 3 Z 

( d}a. . d l a. d % a % \ c 

-9m(a -* Arn ^-4-« if*\ d ^ 

~* m \«i df + a2 dt +a > dt'di* 

USW. 

Die hier gegebene Definition der freien Kräfte läßt die Annahme zu, 
daß es keine fern wirkenden Kräfte gibt. Nach dieser Definition gehört 
aber auch die sogenannte Widerstandskraft des umgebenden Mediums zu 
den freien Kräften, weil das letztere zu dem äußeren materiellen Systeme 
(Nr. 2) gehört. Ich werde dennoch immer Verhältnisse voraussetzen, 
unter welchen die freien Kräfte in einem natürlichen Koordinatensysteme 
als bestimmte stetige Funktionen der Zeit sowie der Örter und Geschwindig- 
keiten der Massenpunkte erscheinen und sich lediglich mit diesen Größen 
merklich ändern. 

8. Stabilität des Zwanges. Gibt es wenigstens eine Ungleichung in 
(1.) Nr. 3, so sollen jetzt die während eines mechanischen Zustandes in 
einem stetigen Zwange auf die Massenpunkte wirkenden freien Kräfte 
(X, Yj Z) in andere (X+y, Y+y, Z+%) verändert werden. Die Zuwüchse 
(?>ty>i) sollen aber die Eigenschaft haben, daß, wenn der Zwang ohne 
Zuführung reibender Berührungen, aber übrigens wie immer auf die Weise 
gesteigert würde, daß die linken Seiten der Ungleichungen in (1.) nur den 
Wert Null annehmen könnten, diese Zuwüchse gar keine Änderung des 
effektiven mechanischen Zustandes bewirken würden. Würde nun bei dem 
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wirklichen Zwange unter der Wirkung der freien Kräfte (X+y, Y+t), Z+ j) 
derselbe mechanische Zustand sich ergeben, also keine spontane Unstetig- 
keit (Nr. 6) des wirklichen Zwanges auftreten, wie sonst auch die Zuwüchse 
(j, t), j) gewählt wurden, wenn nur die Werte derselben dabei fortwährend 
unter einer angebbaren Grenze liegen, so sage ich, daß der Zwang während 
des mechanischen Zustandes, unter der Wirkung der eben vorhandenen freien 
Kräfte (X, Y, Z) stabil ist. 

Ist der Zwang stabil in einem natürlichen Koordinatensysteme, so 
ist er auch stabil in einem jeden anderen; ist nämlich der Zwang stetig 
in einem natürlichen Koordinatensysteme, so ist er auch in einem jeden 
anderen stetig. 

9. Passivität des Knüpfungssystems. Indem wir immer ein natürliches 
Koordinatensystem vor Augen haben, sollen jetzt die in dem Zwangsbestande 
von den Massenpunkten unabhängigen Bewegungen für einen Augenblick 
gehemmt werden. Außerdem sollen aus den Umgebungen (Nr. 3) der Massen- 
punkte die daselbst befindlichen schweren Teile des Lagersystems entfernt 
werden. Die Massenpunkte sollen jetzt keine freien Beschleunigungen und 
am Anfange des Augenblickes auch keine Geschwindigkeiten besitzen. 

Bleiben dieselben dann während des Augenblickes in Ruhe, wie auch 
derselbe und wie auch die in demselben möglichen Örter der Massenpunkte 
gewählt wurden, so sage ich, daß das Knüpfungssystem passiv ist, wobei 
ich aber voraussetze, daß das Knüpfungssystem sich reibungslos in dem 
inneren System befindet, und ich füge noch die Voraussetzung hinzu, daß 
dasselbe sich widerstandslos auch in dem äußeren Systeme befindet 

Diesmal mache ich noch die weitere Einschränkung für die nach- 
folgenden Betrachtungen, daß das Knüpfungssystem immer ein passives sein 
und sich immer auch in dem äußeren Systeme widerstandslos befinden soll. 



IL Reibungslose Zustände. 

10. Allgemeiner Erfahrungssatz für reibungslose Zustände. Die Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen sollen mit oberen Punkten angedeutet 
werden. — Wenn die auf den Massenpunkt (#, y, z)m wirkende freie Kraft 
mit (X, 7, Z) bezeichnet wird, so bestehen die Gleichungen mx = X usw. 
im allgemeinen nicht, wenn ein Zwang vorhanden ist Es gibt aber gewiß 
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Ferner erhält man für die Transformation' eines natürlichen Koordinaten- 
systems in ein anderes ans den Gleichungen: 

(«.) (dx,dy,dz) = d(l) + [£d(a) + (a)d£] + -., 

(b.) (dx, dy, dz) =i/(l) + [Sd(a) + (a) dg] + • • • , 

(Nr. 1), die Vorschrift: 

(dx, dy, dz) = (a) d£ + (ß) dr, + ( Y ) dt, 
das heißt 

(1\) dx = a, di + ß l d n + ri du, usw. 

Die relativen Verrttckungen (dx, dy, dz) können in einem natürlichen 
Koordinatensysteme offenbar als die nach (1.) Nr. 3 mit anendlich großen 
Geschwindigkeiten möglichen Verrücknngen (dx, dy, dz) betrachtet werden. 

Und daraus ersieht man auch schon für ein natürliches Koordinaten- 
system, daß diese relativen Verrücknngen als die in einem Zeitelemente bei 
Unterdrückung aller in dem Koordinatensysteme vorkommenden Bewegungen 
des inneren Systems möglichen Verrücknngen {dx, dy, dz) aufgefaßt werden 
können.*) In der Tat ergeben die Gleichungen (4.) Nr. 5 für (dx, dy, dz) = 0, 
daß A = 0, Oj = usw., wodurch die Relationen (1.) Nr. 3 in (6.) über- 
gehen. Ferner fordern die Postulate (dx,dy,dz) = und (d§ 1 drj } d£) = Q 
in (6.), daß die relative Bewegung der beiden Koordinatensysteme x,y, z 
und !,?/,£ durch die Gleichung 

d(l)+Sd(«) + r i d(j3) + 'Cd( 7 ) = 

für das Zeitelement beschränkt werde, womit die Gleichung (a.) in die 
Gleichungen (1'.) übergeht. Im allgemeinen muß zufolge der soeben ge- 
stellten Postulate die relative Bewegung der beiden Koordinatensysteme für 
das Zeitelement gänzlich aufgehoben gedacht werden, wenn nämlich die An- 
zahl der Massenpunkte größer ist als zwei und wenn dieselben nicht zufällig 
auf einer geraden Linie liegen. 

11. Verhalten der Koordinatensysteme. Da ich dem Begriffe der freien 
Kräfte eine bestimmte allgemeine Definition beigemessen habe (Nr. 7), 
woraus für die Beziehungen derselben zu verschiedenen natürlichen Koordi- 

*) Oder als die Yerrückungcn, welche bei Unterdrückung der Bewegungen (und 
Deformationen) des Lagersystems und der von den Massenpunkten unabhängigen Be- 
wegungen (und Deformationen) des Knüpfungssystems möglich sind. 
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Die Integralgleichung von Maupertiits und die von Hamilton, sind 
in der Darstellung von Herrn Holder*) und in den mannigfachen Darstel- 
lungen von Herrn Rethy**) aber in Ungleichungen umgeschrieben, für 
einen stetigen Zwang ebenfalls äquivalent mit der Ungleichung der virtuellen 
Arbeiten des Zwanges. 

Der über diese Ungleichung in Nr. 10 ausgesprochene Erfahrangs- 
satz kann also auch auf jene Ungleichungen angewendet werden. Hin- 
sichtlich der Notwendigkeit enthält freilich eine jede dieser Ungleichungen 
den Satz an sich, d. h. durch ihre bloße Aufstellung, nicht aber hinsicht- 
lich der Zulänglichkeit. 

13. Die bestimmten Gleichungen und Ungleichungen der mechanischen 
Zustände. Denken wir uns die Relationen des virtuellen Zwanges (6.) Nr. 10 
wie in (7.) parametrisch aufgelöst: 

fix i ~F a fiv l + F a av 1 + -.. + P a fiw l + P a tw 2 +..., 

<)y { = G ix dvt + G n dv 2 + ••• + 0,i ^^i + 0« du>2 + — , tf»<:<0 

dz i = H u öv l + Hfidv* + *-. + R n öw l + R a dw 2 + ---, 

so erhalten wir aus der Ungleichung (5.) Nr. 10 der virtuellen Arbeiten 
des Zwanges die bestimmten Gleichungen und Ungleichungen (Ungl. VII): 



(8.) 



i[P„(m£-^ < +^(fny-.7) l +Ä ft (m?--Z>]>0 1 



Aus diesen Relationen kann man umgekehrt auf die Ungleichung 
der virtuellen Arbeiten des Zwanges schließen. Das System dieser bestimmten 
Relationen ist daher äquivalent mit der Ungleichung (5.) Nr. 10. 

Nimmt man die Parameter in der möglichst kleinen genügenden 
Anzahl, wie es schon in Nr. 4 festgesetzt wurde, so ist die Anzahl der 



*) „Über die Prinzipien von Hamilton und Maupertuis" Gott. Nachr. 1896. p. 122. 
**) „Über das Prinzip der Aktion nnd über die Klasse mechanischer Prinzipien, 
der es angehört" Math. Ann. 1904. p. 169. 
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Parameter dv, vermehrt um die Anzahl der von einander unabhängigen 
linken Seiten der Relationen des virtuellen Zwanges (6.), gleich der Anzahl 
der Koordinaten; die Anzahl der von einander unabhängigen Gleichungen 
in (8.) + (4.) ist daher dieselbe ; beschränkt man sich in der Tat für einen 
stetigen Zwang auf die virtuellen Verrückungen, durch welche alle linken 
Seiten in (6.) verschwinden, setzt man also alle dw gleich Null (Ungl. VII. 2), 
so gelangt man zu der speziellen Mechanik von Lagrange, bekommt aber 
dieselben Gleichungen. 

Bei der vorausgesetzten, d. h. möglichst kleinen genügenden Anzahl 
der Parameter sind die Ungleichungen in (8.) vom allgemeinen Gesichts- 
punkte aus ebenfalls unabhängig von einander, denn für die allgemeine 
Bestimmung der Koeffizienten der konsekutiven Relation (5.)) sind die Para- 
meter dw sämtlich notwendig. Die Anzahl dieser Parameter, und somit 
die Anzahl der von einander unabhängigen bestimmten Ungleichungen 
unterliegt aber keiner allgemeinen Beschränkung; diese Anzahl kann auch 
unendlich groß ausfallen. — Es ist zu bemerken, daß mit Hilfe der be- 
stimmten Gleichungen (4.) Nr. 5 und (8.) die Beschleunigungen aus den 
Ungleichungen (8.) eliminiert werden können, wodurch dieselben auf Un- 
gleichungen zwischen der Zeit, den Örtern, den Geschwindigkeiten und den 
freien Kräften reduziert werden: 

(8'.) & k (t, x i9 y n z„ x i9 y„ z i9 JQ, Y i9 Z { ) > 0. 

(•=!,*,...). C*= 1,2,...) 

14. Die multiplikatorischen Gleichungen. Die Ungleichung der vir- 
tuellen Arbeiten (5.) Nr. 10 ist eine konsekutive Relation der Gleichungen 
lind Ungleichungen des virtuellen Zwanges (6.) Nr. 10. Es gibt also immer 
^Multiplikatoren h für die Gleichungen, und nicht negative Multiplikatoren^ 
*Ur die Ungleichungen des virtuellen Zwanges (6.), mit welchen multipliziert 
lind addiert, dieselben die Ungleichung der virtuellen Arbeiten (5.) identisch 
ergeben (Ungl. IV, V), und mithin 

'm i $ i =X i + A u h i + A 2i h % +—+ L u p g + L 2i p 2 + ~-, 

m i y i =Y i + B li h l + B 2i h 2 +-.- + M u p l + M 2i p 2 + .-- 1 

m/z i = Z i +C li h l +C 2i h 2 + .-. + N u p 1 +N 2i p 2 + .-- J 
(,-=i,2,...), (j,;>o) 

wenn nämlich durch doppelte Indices die gleichnamigen Koeffizienten der 
Relationen des virtuellen Zwanges (6.) unterschieden werden. Aus diesen 
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Ausdrücken folgt umgekehrt mittels der Relationen des virtuellen Zwanges 
(6.) die Ungleichung der virtuellen Arbeiten (5.) . Das System dieser para- 
metrischen Ausdrücke ist folglich ebenfalls äquivalent mit dieser Ungleichung. 
Existieren in der vorigen Nummer Koeffizienten F, G, H, gibt es also 
Gleichungen in (8.), so können aus (9.) notwendigerweise sämtliche Multi- 
plikatoren eliminiert werden auch dann, wenn sonst die Anzahl derselben 
größer ist als die der Gleichungen, und durch die Elimination derselben 
gelangt man zu einem Systeme von bestimmten Gleichungen, welches mit 
dem Systeme der in (8.) vorkommenden Gleichungen äquivalent ist Ist 
die Anzahl der Multiplikatoren (A und p) nicht kleiner als die der Glei- 
chungen (9.), so können also diese Gleichungen auf die folgende Weise 
geschrieben werden: 

m i S i =X i +<t> il q l + <P a q % + »*, 

(9V) - ™ i y i ==Y i + V il q l +V i2 q 2 + ..., 

m i z^Zi + X n q x + X a q 2 + ... , 

d. h. so, daß die Anzahl der neuen Unbestimmten q, einfacher Funktionen 
der alten (/i und p), kleiner wird als die Anzahl der Gleichungen, und daß die 
Koeffizienten </>, ¥', X Funktionen der Zeit und der Koordinaten sind wie die 
Koeffizienten A, B, C, L, M, N. — Deriviert man übrigens die Gleichungen 
(4.) Nr. 5 nach der Zeit, und ersetzt dann die Komponenten x { , y { , z { durch 
ihre Ausdrücke aus (9'.), so gelangt man zu Gleichungen in 9i,<fci"-i *&* 
welchen diese a priori unbestimmten Größen sich als bestimmte Funktionen 
der Zeit, der Orter, der Geschwindigkeiten und der freien Kräfte ergeben. 

Wenn sich die Multiplikatoren h und p selbst schon auf diese Weise 
berechnen lassen, so setze man die Ausdrücke der Multiplikatoren p:>0< 
und man hat die bestimmten Ungleichungen (8'.) Nr. 13 erhalten. 

Können aber die Multiplikatoren h und p auf diese Weise nicht dar- 
gestellt werden, so empfiehlt sich folgendes Verfahren zur Gewinnung des 
Inhaltes der bestimmten Ungleichungen. 

Es seien jetzt in (6.) Nr. 10 entweder überhaupt keine Gleichungen 
vorhanden, oder die vorhandenen Gleichungen von einander unabhängig. 
Im ersten Falle gibt es keine ganz willkürlichen Multiplikatoren A, und 
im letzteren Falle können die Unbestimmten q so gewählt werden, daß die 
Multiplikatoren h unter denselben enthalten sind. Beachtet man daher, daß 
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A u h 1 + A 2i h 2 + - + L u p x + L 2i p 2 + - = <P il q 1 + <P i2 q 2 + ~-, 
B u h 1 + B 2i h 2 + -.. + M liPl + M 2i p 2 + -..=B V n q t + V a q 2 + ~, 
CiA + C 2 A + --+ # M J>i + ^«J»2 + - = X il q l + X i2 q 2 -\- .-, 

80 sieht man nach den zu (9'.) gemachten Bemerkungen, daß in den Glei- 
chungen: 

r L u p x + L 2i p 2 + -= Z,,., 

(10.) M uPl + M 2i p 2 + .~ = M i1 

^i^i+A r 2iP2 + - = ^ r 

die rechten Seiten bestimmte Funktionen der Zeit, der Örter, der Geschwin- 
digkeiten und der freien Kräfte bedeuten. In diesen Gleichungen sind die 
bestimmten Ungleichungen (8'.) Nr. 13 mittels der Postulate p > enthalten. 
Oft braucht man aber gar nicht diese bestimmten Ungleichungen zu kon- 
struieren, sondern man übersieht den vollen Inhalt derselben, indem man 
die Vektoren (L i9 M i9 N t ) als Resultierende der Vektoren (L Ji9 M ji9 N^p j9 (p, > 0) 
ins Auge faßt. 

Die bestimmten Ungleichungen ergeben sich übrigens aus den Glei- 
chungen (10.) dadurch, daß diese Gleichungen mit gewissen, von den Multi- 
plikatoren p unabhängigen Größen cc } ß, y multipliziert und addiert, Glei- 
chungen liefern: 

Z(a li L i + ß u M i + ru N t ) = K n p l + K l2 p 2 + .--, 

(10'.) - i ^a 2i L i + ß 2i M i + r2i N t ) = K 2l p 2 + K 22 p 2 + ^. J 



deren rechte Seiten (einfache Funktionen der Multiplikatoren p) lauter nicht 
negative Koeffizienten K enthalten, und infolgedessen anzeigen, daß die linken 
Seiten ebenfalls nicht negative Werte aufweisen müssen : 

\2{a u L i + ß li M i + Yu N^>0, 
SfaLt + ßnMt + frN^O, 



(10».) 



Sobald man aber den Inhalt dieser Ungleichungen vermöge der angegebenen 
vektoriellen Auffassung erkannt hat, ist man auch schon in der Lage, diese 
Ungleichungen sofort hinschreiben zu können. Es gibt sonst lediglich eine 
einzige analytische Methode für die Ableitung derselben, nämlich die in der 
vorigen Nummer aufgeführte parametrische Methode: die Forderung, die 

26* 



184 Farkat, Beitrage zu den Grundlagen der analytischen Mechanik. 

Koeffizienten a, /?, y aaf alle notwendigen Weisen so zu bestimmen, daß 
die Koeffizienten K nicht negative Werte erhalten, führt zu dieser Methode 
zurück. 

15. Die indirekten multiplikatorischen Gleichungen. Jetzt soll nur ein 
Teil der Relationen des virtuellen Zwanges (6.) Nr. 19 parametrisch auf- 
gelöst werden, und das System der parametrischen Ausdrücke in Nr. 13, 
nämlich 

dx i = F ii dv l + - + P iX dic x + .~, 9y i =G ii dv l + - + Q n dw l + .~ % 
dz { = H n d i\ H h R £l du\ -f ... 

soll jetzt nur mit jenem Teile der Relationen des virtuellen Zwanges gleich- 
bedeutend sein. Setzt man dann diese Ausdrücke in den übrigen Teil der 
Relationen (6.) ein, so ist der ganze virtuelle Zwang durch diesen Teil 
und durch die Ungleichungen du\Z> 0,(Tw 2 >0, ... dargestellt. 

Substituiert man die parametrischen Ausdrücke auch in die Unglei- 
chung der virtuellen Arbeiten (5.) Nr. 10, so hat man in derselben eine 
konsekutive Relation der soeben erhaltenen parametrischen Relationen des 
virtuellen Zwanges. Indem man nachher mittels Multiplikatoren und nicht 
negativen Multiplikatoren die Koeffizienten der parametrischen Ungleichung 
der virtuellen Arbeiten durch die Koeffizienten der parametrischen Relationen 
des virtuellen Zwanges ausdrückt, hat man wieder ein multiplikatorisches 
Gleichungssystem erhalten, welches äquivalent ist mit der Ungleichung der 
virtuellen Arbeiten des Zwanges. 

Die bestimmten Gleichungen und der Inhalt der bestimmten Un- 
gleichungen, ergeben sich wie aus den direkten multiplikatorischen Glei- 
chungen in der vorigen Nummer. 

16. Über die Bestimmung der Unstetigkeitsstellen und der sprungweisen 
Fortsetzung eines Zwanges. Über die Bestimmung von Unstetigkeitsstellen 
und der weiteren Fortsetzung eines Zwanges handelt ein Aufsatz des Herrn 
A. Mayer 91 ) und im Anschlüsse daran, eine Mitteilung des Herrn Zermelo.**) 
Diese Arbeiten setzen voraus, daß die linken Seiten der Relationen des 



*) „Über die Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung für reibungs- 
lose Punktsysteme, die Bedingungsungleichungen unterworfen sind", Ber. d. sachs. Ges. d. 
Wiss. 1899. S. 224. 

**) „Über die Bewegung eines Punktsystems bei Ungleichungsbedingungen", Gott. 
Nachr. 1899. S. 306. 
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Gleichungen auf zu existieren. Für die Gleichungen (4.) hat man nämlich 
die parametrischen Ausdrücke (3.) Nr. 5: 

dx i =»P §i dt + SF ik dv kl dy i =^Q ia dt+SO a dv k9 dz^R^dt + ^H^dv, 

mit den alten Parametern dv, — und nach der Befreiung der Parameter 

$w a , (Jio b , ... wird man haben: 

dx { = P, ) dt+^F ik dv k + P ia dw a + P ib dw b + ..., 
dy s = Q,, dt + 2G ik dv k + Q ia dw a + Q ib dw b + ..., 
dz { = R tV dt + 2H* dv k + R ia dw a + R ib dw b + ..., 

mit eventuell hinzugetretenen neuen Parametern dv. — 

Hat man nun an den Funktionen £2 auf die vordem angegebene 
Weise erkannt, daß in dem Zeitpunkte ( eine spontane Unstetigkeit eintritt, 
und verschwinden dabei in dem Zeitpunkte t die Funktionen S2 a , £l ß ,... in 
(8'.) Nr. 13, so kann diese Unstetigkeit nur darin bestehen, daß wenigstens 
einer der Parameter dw a , öw ß1 ... frei wird, und infolgedessen eventuell 
auch neue Parameter dv auftreten. Verschwindet in dem Zeitpunkte t eine 
einzige der Funktionen 12, so ist schon damit der neue Zwang bestimmt. 
Verschwinden aber wenigstens zwei Funktionen 12 in diesem Zeitpunkte, 
so muß man untersuchen, bei welchem oder bei welchen befreit gedachten 
Parametern dw a , fiw ft} ... sich gleich nach dem Zeitpunkte t die Ergebnisse 
der bestimmten Gleichungen mit den bestimmten Ungleichungen vertragen, 
zu welchen letzteren gehört, daß die Differentiale derjenigen Ausdrücke 

2(Li + My + Ni)+0, 

in welchen nunmehr wenigstens einer der Parameter dw a , div b , ... vorkommt, 
zu Beginn des neuen Zwanges positive Werte aufweisen müssen (Nr. 6). 

Ist man in der Lage, nach passender Interpretation der multiplikato- 
rischen Ausdrücke (10.) Nr. 14 die bestimmten Ungleichungen (10".) un- 
mittelbar hinschreiben zu können, und erkennt man in diesen Ungleichungen 
die Koeffizienten « , /?, y in (10\), so kann man auch die rechten Seiten der 
Gleichungen (10'.) hinschreiben, denn man hat aus (10.): 

K^Z^Lji + ßniMjt + y^NJ, 

und so kann man aus den rechten Seiten der Gleichungen (10'.) entnehmen, 
unter welchen Ungleichungen des Zwanges diejenigen zu suchen sind, welche 
dadurch aufhören zu gelten, daß eine oder mehrere der Ungleichungen (10".) 
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Durch diese Gleichungen sind die Systeme der Zuwüchse (;r, 9, 3) bestin 
Die linken Seiten der Ungleichungen (8.) Nr. 13 hängen aber von die 
Zuwüchsen (nach Variation der freien Kräfte um dieselben) der Reihe n 
vermöge der additiven Glieder: 

(b.) - S(P n Ti + Q n 9, + R n ä/ ) , - 2(P a h + Q i2 9l + R a j,) , . . . 

ab. Aus (a.) folgt nun, daß die Funktionen S2 in (8'.) Nr. 13 von die 
Zuwüchsen (nach Variation der freien Kräfte um dieselben) der Reihe n 
ebenfalls vermöge der Ausdrücke (6.) als additiven Gliedern abhängen, 
folge der Gleichungen («.) werden nämlich bei der Substitution der Beschl 
nigungen (i*, #, z) aus den Gleichungen (8.) und den deri vierten Gleichun 
(4.) Nr. 5 in die Ungleichungen (8.) keine Zuwüchse (£,t),ä) eingefii 
Nach Variation der freien Kräfte (X, 7, Z) um (j , 9, 3) gehen mithin 
Ungleichungen (8'.) in 



(c.) 



Qt&x^y^Zt, £„ #, z n X^ Y {1 Z { )~ 2(P a r f + Q a ty + R n ^>0, 

= 1,2,...) 



über. Besitzen die Funktionen II während des stetigen Zwanges We 
die oberhalb einer angebbaren positiven Grenze liegen, so kann man siel 
lieh eine obere Grenze für die Größen der Zuwüchse (jr,t),ä) angeben, 
welcher diese Ungleichungen noch bestehen, denn die Koeffizienten P, Q 
sind stets endlich (Nr. 4), der Zwang ist also stabil. Verschwindet a 
z. B. die Funktion S2 k in dem Zeitpunkte f U9 so entsteht unter der Wirki 
mancher variierten freien Kräfte (X+f, Y+y, Z + %) schon vor die« 
Zeitpunkte eine spontane Unstetigkeit des Zwanges, wie niedrig auch 
obere Grenze für die Größen der Vektoren (jr, t), 3) gegeben wird, denn 
Koeffizienten in der Summe £ (Pjkft + Qatty + R*id sind unter einem stetig 
Zwange für eine angebbare Zeitdauer nie sämtlich Null (Ende der Nr. 
und überdies kann diese Summe nicht für alle durch (a.) definierten ! 
wüchse (]r, t), 3) verschwinden, sonst könnten die Koeffizienten P ik , Q tt , 
multiplikatorisch durch die Koeffizienten F, G, H aus (a.) dargestellt wen] 
so daß man für dieselben die Ausdrücke: 

**i Fa + InFa + '"' j **i oft + K* Ga + "', h\ H a + X h2 H a + ••• 
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hätte, was doch nicht tunlich ist; denn der Parameter dw k wäre dann in (7.) 
Nr. 10 ganz frei, wogegen derselbe in der Tat > sein maß. Hätte aber 
diese Summe für gewisse (f,t),j) einen negativen Wert, so bedenke man, 
daß nach (a.) auch — (f 5 t),ä) in betracht kommen muß, und für diese Zu- 
wüchse würde schon die />te variierte Ungleichung, d.h. die &-te Unglei- 
chung in (c.) vor dem Zeitpunkte t {) unrichtig werden, wie niedrig auch die 
obere Grenze für die Größen der Vektoren (j:,t), ä) angesetzt würde. 

18. Über die Anzahl der Ungleichungen eines Zwanges. In allen Be- 
trachtungen, denen ich in Büchern oder Zeitschriften über Ungleichungs- 
mechanik begegnet bin, habe ich gefunden, daß dieselben stillschweigend 
voraussetzen, daß die Anzahl der von einander unabhängigen Ungleichungen 
des Zwanges nicht größer ist als die Anzahl der von einander unabhängigen 
linken Seiten derselben. Die Methoden namentlich, nach welchen in diesen 
Betrachtungen gewisse Folgerungen aus der Ungleichung der virtuellen 
Arbeiten oder aus der Ungleichung des kleinsten Zwanges gezogen werden, 
sind nur für jene Voraussetzung zulässig.*) 

Dieser Umstand hat mich hauptsächlich bewogen, meine Untersuchun- 
gen, welche ich zerstreut in verschiedenen Zeitschriften dargelegt hatte, 
systematisch geordnet und durch manche Zusätze ergänzt in diesem Journal 
zu veröffentlichen. 

Inzwischen ist es zu meiner Kenntnis gelangt, daß Herr H. Min* 
kowski sich in seiner „Geometrie der Zahlen", ebenfalls von allgemeinem 
Standpunkte aus mit Ungleichungen befaßt hat.**) Seine Entwicklungen 
sind ebenfalls frei von der erwähnten einschränkenden Voraussetzung. Die- 
selben betreffen die parametrische Auflösung und den Satz von den Multi- 
plikatoren. Ich habe zuerst den letzteren bewiesen (Ungl. IV) und dann 
aus diesem die erstere abgeleitet (Ungl. VI). Herr Minkowski hat den um- 
gekehrten Weg eingeschlagen. Schon aus diesem Grunde sind die beiden 
Darstellungen von verschiedenem Charakter. Dazu kommt, daß Herr Min- 
kowski in der Ableitung des Satzes der Multiplikatoren zahlengeometrische 



*) Neben den hier schon zitierten Arbeiten erwähne ich z. B. aus den neueren 
Publikationen einen Aufsatz des Herrn L. Henneberg (Dieses Journal Bd. 113. 1894), wo 
(S. 182) den Variationen dt r beliebige positive unendlich kleine Werte zugeschrieben 
werden, und die „Grundlegung der Mechanik" von Herrn A. Voß (Enz. d. math. Wiss. 
1901), wo die e k als von einander unabhängige nicht positive Variabein behandelt werden. 
**) Leipzig B. G. Teubner 1896. § 19. „Anhang über lineare Ungleichungen". 
Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 27 
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Beziehungen benutzt, während ich mich nur der geläufigen algebraischen 
Hilfsmittel bediene. 

Jedenfalls ist einesteils in den beiden Darstellungen, anderenteils 
in den weiteren Auseinandersetzungen meiner Arbeit der Grund zu einer 
Behandlung der Mechanik gelegt, welche, wie die gegenwärtige, zuläßt, daß 
die Anzahl der von einander unabhängigen Ungleichungen des Zwanges 
größer ist als die Anzahl der von einander unabhängigen linken Seiten 
derselben. 

Verhältnisse, unter denen diese Beziehung wirklich vorhanden ist, 
stellen sich aber oft ein. Es möge erlaubt sein, hier ein gewöhnliches Bei- 
spiel aufzuführen. 

Beispiel. Ein starres System von Massenpunkten liegt auf einer 
widerstehenden glatten Unterlage als Lagersystem, die der gegenseitigen 
Berührung eine ebene Oberfläche darbietet. 

Ist die Anzahl der äußersten anliegenden Massenpnnkte (d. h. der- 
jenigen anliegenden Massenpunkte, deren Polygon keinen anliegenden 
Massenpunkt ausschließt und dabei keinen konvexen inneren Winkel auf- 
weist) größer als drei, so zeigt sich schon die soeben erwähnte Beziehung. 
Um dies einzusehen, möge die Starrheit des Punktsystems (x, y, z) m durch 
sechs Differentialparameter ausgedrückt werden. Beschränkt man sich auf 
die virtuellen Verrückungen (dx, dy, dz), so hat man als Ausdrücke der 
Starrheit: 

dx = da + zdv — y dw, dy = db + xdw — zdu, dz = dc + ydu — xdv 

mit den sechs willkürlichen Veränderlichen da, ob, de, du, dv, die als Para- 
metern. Die dritte Koordinatenachse soll von der Unterlage aus nach außen 
hin auf die Berührungsebene normal gerichtet werden. Dann hat man für 
einen jeden anliegenden Massenpunkt (x , y , z ) m^ den virtuellen Zwang 
dz o >0, d. h. 

dc + y u du — x n dvZ>0, 

Ungleichungen, die nur die drei Parameter dc } du, dv enthalten. Die An- 
zahl der von einander unabhängigen linken Seiten kann daher nicht drei 
überschreiten. Die Anzahl der von einander unabhängigen Ungleichungen 
ist aber gleich der Anzahl der äußersten Berührungspunkte. Man kann in 
der Tat unmittelbar einsehen, daß, sobald ein Massenpunkt, welcher in einem 
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Eckpunkte des Berührungspolygons sich befindet, von den übrigen Massen- 
punkten losgelöst wird, sich schon die Bewegungsfreiheit der übrigen 
Massenpunkte erhöht. Sobald also eine Ungleichung tf^^O, die für einen 
Eckpunkt des Berührungspolygons gilt, weggelassen wird, vergrößert sich 
schon das Wertgebiet der Variabein (ßa, Jw, dv) d. h. eine jede solche 
Ungleichung ist von den übrigen unabhängig. 

Dieses Beispiel ist zugleich auch geeignet zu zeigen, wie manche 
in dem vorhergehenden angegebene Verfahrungsweisen in konkreten Fällen 
wirklich ausgeführt werden können. 

Setzt man 

2(mx-X)=A, 2(my-Y) = B 1 2(mz-Z) = C, 
2\y(mz-Z)--z(my-Y)\= U, 2[z(mx-X)-x(mz-Z)] = V, 
2[x(my-r)-y(mä-X)]= TT, 
so erhält man aus (5.) Nr. 10 für das starre System: 

Bedeuten daher die Größen fi nicht negative Multiplikatoren für die soeben 
aufgestellten Ungleichungen des Berührungszwanges, so ergibt sich: 

4 = 0, 5 = 0, C=-2>, 
U=i;ny t) , V=~2fix^ w=o 

(Nr. 15). Außerdem hat man während der Stetigkeit des Zwanges die Un- 
gleichungen ^>0, und die Gleichungen s = konst., wenn die xy- Ebene 
in die Unterlage gelegt wird. Dazu kommen noch die bestimmten Integral- 
gleichungen der Starrheit. 

Die Achsen des Koordinatensystems x, y, z sollen in der schon an- 
gegebenen Stellung der dritten Achse zu der Unterlage liegen und letztere 
an der Erde befestigt werden. 

Es möge zunächst lediglich die Schwere als freie Kraft vorhanden 
sein und die dritte Koordinatenachse, d. h. also die Normale der Berührungs- 
ebene soll mit der Richtung derselben den konstanten Winkel s einschließen. 

Man findet leicht die Gesamtheit der Bewegungen, während deren 
der Zwang stetig ist, d.h. immerfort dieselben Massenpunkte {x^^y^z^m^ 
sich mit der widerstehenden Ebene in Berührung befinden. Suchen wir die 
Bedingungen einer solchen Bewegung. 

27* 
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Die hierzu gehörigen Bewegungen des starren Systems werden bestimmt 
durch die Gleichungen A=0 1 B=0 1 W=Q mit Hinzunahme der Gleichungen 
j=konst.: der Massenmittelpunkt bewegt sich, wie ein einzelner, auf der 
Beriibrung8ebene liegender Massenpunkt unter der Wirkung der Schwere, 
und das starre System dreht sich mit einer konstanten Winkelgeschwindig- 
keit Ö um die durch seinen Massenmittelpunkt gelegte und auf der Be- 
rtihrungsebene normale Achse. 

Was nun die Bedingungen dieser Bewegungsart betrifft, so werden 
dieselben durch die drei multiplikatoriscben Gleichungen geliefert. Diese 
enthalten keine bestimmten Gleichungen, wohl aber bestimmte Ungleichungen. 
Die erste verlangt, daß C>0, d. h. — Pcos$>0, wenn P das Gewicht des 
starren Systems bedeutet. Es muß also cos*<0 sein, womit gesagt wird, 
daß bei der Berührung des starren Systems und der widerstehenden Ebene 
ersteres oben und letztere unten liegen muß, denn die dritte Koordinaten- 
achse war von der Unterlage nach außen gerichtet Die beiden anderen 
multiplikatorischen Gleichungen enthalten nur implizite bestimmte Un- 
gleichungen. Diese Gleichungen können aber, so wie sie sind, in über- 
sichtlicher Weise interpretiert werden. Man braucht nur ein, an dem starren 
System befestigtes Koordinatensystem x\ y' 9 z' einzuführen, dessen dritte Achse 
durch den Schwerpunkt geht und mit der alten dritten Achse gleichgerichtet 
ist. Die beiden noch übrigen multiplikatorischen Gleichungen lauten in 
diesem Koordinatensysteme 

2uxl t = Ö 7 2;mx'2', Zuy^0 l Zmy f z\ 
woraus vermöge der ersten multiplikatorischen Gleichung 

2(a — Pcose ' 2(jl ~~ — Pcose 

folgt. Diese Gleichungen deuten an, daß derjenige Punkt der Berührungs- 
ebene, dessen Koordinaten gleich den hier stehenden rechten Seiten sind, 
in dem Berührungspolygon enthalten sein muß. In dieser und in der vorigen 
Forderung (cos e<Z0) liegen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die ermittelte Bewegungsart, vorausgesetzt natürlich, daß Anfangslage und 
Anfangsgeschwindigkeiten den bestimmten Gleichungen ?=konst. entsprechen. 
Ist die Berührungsebene horizontal, so daß € = n ist, wirkt aber außer 
der Schwere in einem Punkte («', 6', c') des starren Systems noch eine 
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vertikale freie Kraft (0, 0, — *) von der veränderlichen Größe |*|, so findet 
man, daß der Schwerpunkt sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt 
und das starre System sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um die 
dnrch den Schwerpunkt gehende vertikale Achse dreht, solange die multi- 
plikatorischen Gleichungen 

-2> = P+*, 

2 f iij , = Ö 2 2:myz'+<f>b' 

bestehen. — Um jetzt eine Anwendung der Nr. 16 zu zeigen, soll der Ein- 
fachheit halber gleich Null angenommen werden. Außerdem nehme ich 
an, daß P+* nie gleich Null wird, sondern fortwährend einen positiven 
Wert hat. 

An Stelle des Koordinatensystems x\ y\ z' nehmen wir ein anderes, 
ebenfalls an das starre System befestigtes, welches sich von jenem darin 
unterscheidet, daß die dritte Achse desselben nicht durch den Schwerpunkt, 
aber jedenfalls durch das Innere des Berührungspolygons geht. In diesem 
Koordinatensysteme sollen die Koordinaten der Eckpunkte des Polygons 
m it XiiVi (^=1,2,...), die beiden ersten Koordinaten des Schwerpunktes, 
also die Koordinaten des Punktes, in welchem die Berührungsebene von 
der Lotlinie des Schwerpunktes getroffen wird, mit et, b, und die beiden 
ersten Koordinaten des Punktes, wo die Kraft (0,0,—*) eingreift, mit a, b 
bezeichnet werden. Jetzt hat man die multiplikatorischen Gleichungen 

als Bedingungen der gefundenen Bewegungsart. — Setzt man zur Abkürzung 

P+<p- v «*±f!»-f Ifjt*»«.» 

so hat man die Gleichungen 

2f*i = p, Stift =p§, S/UM =pTJ. 0^0, „>!)) 

Solange der Punkt (£,*/) der Forderung /* t >0 entspricht, wird die 
angegebene Bewegungsart (mit der speziellen Annahme = 0) gelten, denn 
die in den letzten drei Ausdrücken enthaltenen bestimmten Ungleichungen 
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werden notwendigerweise erfüllt, und, wegen des vorgesetzten Zweckes, 
sollen jetzt vor allem diese Ungleichungen konstruiert werden (Nr. 16). 

Sind der Reihe nach 1,2,... die Eckpunkte des Berührungspoly- 
gons und 

l + a 12 x + ß l2 y = 0, l + a 2 3#+Ä32/ = 0, ... 

die Gleichungen der Geraden (1,2), (2,3) usw., d. h. die Gleichungen der 
Randlinien des Polygons, so wird die Forderung, daß der Punkt (§, /?) sich 
in dem Polygon befinde, bei der getroffenen Wahl des Koordinatensystems 
durch die Ungleichungen 

gegeben. Dies sind die gesuchten bestimmten Ungleichungen. Dieselben 
sind offenbar unabhängig von einander. 

Vergleicht man sie mit den soeben aufgeschriebenen multiplikatori- 
schen Gleichungen, so sieht man auf der Stelle, daß 

(1 + «nS+ßu^p = Spi + anSfiiXt + Ä,2/^„ 
USW. 

Man hat also: 

(1 + (Xl2£+ßl2l)P = (1 + «12*1 + ßl2yi)fl 

+ (l + a l2 x 2 + ß 12 y 2 )fi 2 

+ (l + a l2 x 3 + ß l2 y 3 )[i 3 

+ , 

usw. 

In der ausgeschriebenen Gleichung verschwinden die Koeffizienten von fi x 
und fo, weil die Punkte (#1,3/1) und (x 2 ,y 2 ) auf der Geraden (1,2) liegen. 
Die übrigen Koeffizienten dagegen sind alle positiv (>0), denn die Punkte 
Q/3,^3) usw. befinden sich auf der positiven Seite der Geraden (1,2), d. h. 
auf der Seite, auf welcher das Polygon und mitbin der Anfangspunkt des 
Koordinatensystems sich befindet. In dem multiplikatorischen Ausdrucke von 

(t, i+ 1)== 1 + <*,,,+,$ + ßi %w *} 

fehlen also die Multiplikatoren u { und u t+l , und alle übrigen Multiplikatoren 
sind darin mit positiven Koeffizienten enthalten. 
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Befriedigt nun der Punkt (£, rf) nach einem gewissen Zeitpunkte die 
Forderung (*", *+l)>0 nicht, wohl aber die übrigen Forderungen: 

(1,2)>0,..., (t-l,0>0, (;+l,* + 2)>0,..., 

so müssen von den Ungleichungen des Zwanges diejenigen unterdrückt 
werden, welche mit den Multiplikatoren t u u ...,<u t _ ln tf,. +2 , ... versehen waren, 
d. h. die Ungleichungen ^^>0, (Ts 2 >0,..., <^_i>0, <fz, +2 >0, ... hören 
auf zu existieren; die Eckpunkte 1, 2, ...t — l,t + 2, .•. des Polygons be- 
ginnen also sich zu erheben. 

Daraus ersieht man folgendes: Befindet sich der Punkt, dessen Koor- 
dinaten in der Berührungsebene durch 

dargestellt werden, anfänglich im Innern des Berührungspoiygons, — bewegt 
sich aber dieser Punkt während einer stetigen Veränderung von * durch 
eine Randlinie des Polygons hindurch, begibt sich derselbe also auf die 
negative Seite dieser Randlinie, so erheben sich nur die beiden Eckpunkte 
nicht, die auf dieser Randlinie liegen. 

Bewegt sich der Punkt während einer stetigen Veränderung von * 
durch einen Eckpunkt des Polygons hindurch und begibt sich derselbe 
hierbei auf die negative Seite beider anliegenden Randlinien, so muß eine 
in Nr. 16 allgemein angedeutete weitere Untersuchung entscheiden, ob nur 
dieser Eckpunkt oder eine der beiden anliegenden Randlinien, und dann, 
welche derselben mit der Unterlage in Berührung bleibt 

III. Über die Reibung. 

19. Ericeiterung des Zwangsbegriffes. Es soll jetzt zugelassen werden, 
daß in dem Lagersysteme gewisse Veränderungen vorkommen können, welche 
von der Bewegung der Massenpunkte und von den auf dieselben wirkenden 
freien Kräften veranlaßt werden. 

Wird dabei die Definition der virtuellen Verrückungen (ßx,dy,(fz) 
nach dem Wortlaut der in der Fußnote der Nr. 10 gegebenen Deutung der- 
selben genommen, so ist man in der Lage, mittels passender Vorstellungen über 
jene Veränderungen zu einer statthaften Auffassung der gleitenden Reibung 
zwischen dem Lagersystem und den Massenpunkten zu gelangen. 



1 



196 Farkas, Beiträge zu den Grundlagen der analytischen Mechanik. 

Befindet sich ein Massenpunkt in relativer Ruhe mit Reibung ohne 
Adhäsion auf der Oberfläche des Lagersystems, so soll die Reibung so vor- 
gestellt werden, daß der Massenpunkt unter der Einwirkung der freien Kraft 
eine kleine konische Einbiegung in der elastischen Grenzschicht des Lager- 
systems hervorgerufen hat. 

Befindet sich ein Massenpunkt in relativer Bewegung mit Reibung 
ohne Adhäsion auf der Oberfläche des Lagersystems, so soll die Reibung 
so vorgestellt werden, daß unter der resultierenden Einwirkung der freien 
Kraft und der relativen Bewegung der Massenpunkt fortwährend ein flaches 
Tal in der elastischen Grenzschicht des Lagersystems hervorbringt, wobei 
vor dem Massenpunkte, in unmittelbarer Berührung mit ihm, sich stets ein 
kleiner Abhang, wie eine relative schiefe Ebene in bezug auf die Berührungs- 
ebene der Oberfläche befindet. 

Wie sich zeigen wird, führen diese Auffassungen der Beziehung eines 
Massenpunktes zu dem Lagersysteme, bei Aufrechthaltung der Ungleichung 
(5.) Nr. 10 der virtuellen Arbeiten, zu den bekannten Eigenschaften der 
gleitenden Reibung. 

20. Zustand der relativen Rahe. Es wird genügen, den Fall zu 
betrachten, wo das Lagersystem in dem benutzten Koordinatensysteme ruht. 

Die Normalen der konischen Vertiefung, als Kegelfläche, sollen nach 
dem Inneren des Lagersystems gerichtet sein. Bedeuten «, /?, y die Richtungs- 
kosinus einer solchen Normale der unter dem Massenpunkte (x i9 y { , z { ) m { ent- 
standenen Vertiefung, so hat man, als eine Relation des virtuellen Zwanges 

und die Gesamtheit der Relationen, die aus der Berührung des Massen- 
punktes mit der Kegelfläche für die virtuellen Verrückungen entspringen, 
kann in die einzige multiplikatorische Ungleichung 

-fiadXt + ßdyi + yfodlDs^O 

zusammengefaßt werden, das heißt 

(11.) -[dXifalDs + dy.fßlDs + dztfylBs]^, 

wo Ds ein Linienelement auf der Kegelfläche, «,/?,y die Richtungskosinus 
der zugehörigen Normale dieser Fläche und die A endliche nicht negative 
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sonst, vorläufig wenigstens, willkürliche Größen bedeuten. Die Produkte 
XlJs stellen nicht negative Multiplikatoren vor. 

Bestehen außerdem noch flir einen anderwärtigen Zwang die in (6.) 
Nr. 10 angegebenen Relationen, so erhält man für den Zustand der Ruhe 
als äquivalent mit der Ungleichung der virtuellen Arbeiten (5.) Nr. 10 die 
multiplikatorischen Gleichungen 



(12.) 



X<+JSA u h k + i: L ti p k =faXDs, 

Yt + ZBJit + ZM^-fßUJs, 

Z, + 2 C ki h k + 2 N kilh = j % r ll)s. 
(*»:>o, *;>(>, ,-=i,2,...) 



Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind die Komponenten eines 
Vektors, der von der Spitze eines Kegels aus nach dem Innern desselben 
gerichtet ist, nämlich des Kegels, welcher von den Strahlen (#,/?, y) ge- 
bildet wird. 

Ist dies ein Rotationskegel, so multipliziere man die aufgeschriebenen 
Gleichungen der Reihe nach mit den Richtungskosinus der gewöhnlichen 
lokalen Flächennormale des Lagersystems und addiere dieselben nachher. 
Auf diese Weise gelangt man zu der bekannten Ungleichung des Gleich- 
gewichtes.*) Die Hälfte des Öffnungs winkeis des Kegels ist der sogenannte 
Reibungswinkel. 

21. Bewegung. Aus der Berührung des Massenpunktes (#,., y i9 z t ) m 4 
mit der relativen schiefen Ebene entsteht die Ungleichung 

(13.) -(^^ + /?,.% + y l .^,)>0, 

wenn nämlich a„ /3 t , y { die Richtungskosinus der nach dem Innern des Lager- 
systems zeigenden Normale der schiefen Ebene sind. Aus der Berührung 
mit dem Boden des ilachen Tales stammt hingegen die Ungleichung: 

(14.) Attzt + BJyt+CJz^O, 

wenn A i9 B„ (\ die Richtungskosinus der nach außen zeigenden gewöhn- 
lichen Flächennormale des Lagersystems in dem Punkte (x n y i9 z t ) bedeuten. 



*) John H. Jellett „Die Theorie der Reibung", deutsch bearb. von J. Lüroth und 
A. Schepp. Leipzig, B. G. Teubner, 1890, S. 23. 
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Die letztere Ungleichung (14.) stellt einen gewöhnlichen virtuellen Zwang 
vor, welcher auch bei Fortfall der erfolgten Deformation des Lagersystems 
vorhanden wäre. 

Die Relationen (6.) Nr. 10 sollen den weiteren virtuellen Zwang vor- 
stellen, dem die Massenpunkte eventuell noch unterworfen sind. 

Demzufolge bestehen als äquivalent mit der Ungleichung der virtuellen 
Arbeiten die multiplikatorischen Gleichungen 

( m^^X. + JSA^+S LuPt-Ptat+QiA» 
**,£= Yt + SBJit + SMupt-Ptßt+QtB» 

mJrZt + SCvK + SN^-PM+QtCt. 

(p^o, />:>o, r,^>o), o=i,2,...) 



(15.) 



Bilden aber die Richtungen (a,, /?,-, y,) und — {A iy B { , C t ) den Winkel f h 
und bedeuten L i9 M i9 N t die Richtungskosinus der in bezug auf die Grenz- 
schicht des Lagersystems relativen Geschwindigkeit des Massenpunktes (t), 

so hat man 

er. = Ij. sin fi — A { cos f t , 

fii = Mi sin f, — B ( cos e h (cos «,;>") 

y. = N. sin e ,. — L\ cos f< . 
Setzt man daher 

Q i + 1\ cos f, = Ä„ P { sin f, = Ä,^, 

so folgt für die beiden letzten Glieder der Gleichungen (15.) 

'-Ptat+QtA^RXAt-tuLh 
(15'.) , -P,A + Ö^, = Ä,(ß,-/i-^0i 

im Einklänge mit bekannten Gleichungen.*) 

Man hat noch die Gleichungen der Nr. 5 und die Gleichung oder 
die Gleichungen der Oberfläche des Lagersystems. Den Ungleichungen (13.) 
entsprechen keine bestimmten Gleichungen für die wirkliche Bewegung; die 
Beweisführung iu Nr. 5 kann hier in der Tat nicht angewendet werden, weil 
eine Gruppe der möglichen Verrückungen Deformationen in der elastischen 
Grenzschicht des Lagersystems veranlaßt, so daß den Ungleichungen (13.) 



•) Jellet a.a.O., S. 111, 129. 
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In betreff der „entstehenden" Bewegung verweise ich auf die Aufsätze 
des Herrn A. Mayer.*) 

22. Über die Bestimmung der reibenden Beivegung. Postulate, wie 
Starrheit, Unausdehnbarkeit, Unzusammendriickbarkeit, Unabhängigkeit in 
dem Zwangsbestande sind Grenzbegriffe, die nur in der reibungslosen 
Mechanik bedingungslos als Annäherungen realisierbarer Zustände betrachtet 
werden könuen. Dieselben erfordern für die Zulässigkeit entweder die An- 
näherung an einen anderen Grenzbegriff, den der Regungslosigkeit, oder 
die Abwesenheit zweier sehr allgemeiner Eventualitäten, die von Herrn 
Painleve „surabondance desliaisons" und „incompatibilit£ materielle des liaisons" 
genannt werden.**) 

Wenn aber auch diese Ungelegenheiten nicht vorhanden sind, so kann 
man dennoch auf Widersprüche stoßen; es kann nämlich vorkommen, daß 
man für die Massenpunkte verschiedenartige mechanische Zustände findet, 
indem man die Relationen des Zwanges auf verschiedene Weisen konstruiert, 
d. h. es können verschieden geformte Systeme von Relationen analytisch 
äquivalent sein und doch zu verschiedenartigen mechanischen Zuständen 
führen. So verhält es sich in dem von Herrn Painleve wiederholt behan- 
delten Beispiele, wo zwei, durch einen massenlosen starren Stab verbundene 
Massenpunkte (x, y, z)m, (x u y u z^m sich in zwei geraden parallelen 
Röhren befinden.***) Man hat in diesem Beispiele als analytisch äquivalente 
Gleichungssysteme für den gewöhnlichen Teil des virtuellen Zwanges: 

{cos a • (öx { — Sx) + 8in a • (ßy t — dy) = 0, 
J v = 0, (^ = 0, <?s = 0, ^ = 0, 
und 

( ##! — Jtf=0, 

l<ty=o, cfy^o, <y*=o, ^=0. 

Zu beiden gehört das Integralsystem 

x x — x = konst , 2/ = konst, y^konst, z=^z l = 0. 

Aus dem ersten folgen mit Rücksicht auf die Reibung die multiplikatorischen 
Gleichungen, mit R, ,u, ,u n r, ?', als Multiplikatoren: 



*) Ber. d. sächs. Ges. d. Wiss. 1901. 
**) „Levons sur le Frottement". Paris (A. Hermann) 1895. 
***) A. a. 0., S. 35, 36; 93, 94. 



/ 
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mx = X— B cos a — efVu 2 -\-v 2 = mx\=X l + R cos a — eftffil -f v\, 
my = — Rm\ « + ( u= 0, my\=R sin « + ^ = 0, 
m z = v = , m z x = v x = , 



roraus 



' x 2 cos o + e (f—ft) sin a 

us dem zweiten folgen dagegen die multiplikatorischen Gleichungen, mit 
\ x 9 * n i, i, als Multiplikatoren 



roraus 



mx^X-P-sfVf+X'^mS^Xi + P-tfVxl + ti, 
my = x = 0, my x = x x = 0, 

► •• JL -4- -A . 
• — vn nr •-- ! L 



7H# = m x x = — ^ — L , 

^wie wenn gar keine Reibung vorhanden wäre, was doch nur statthat, wenn 
_X, = X ist. 

Es muß also vorgeschrieben werden, nach welchem Prinzipe die 
Relationen des Zwanges aufgestellt werden müssen* 

Dieses Prinzip besteht nun darin, daß diese Relationen auf die Weise 
aufgestellt werden müssen, wie es schon gegen Ende der Nr. 3 postuliert 
wurde („Ursprüngliche* Konstruktion). 
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Zur Theorie der homogenen linearen 
Differentialsysteme. 

Von Herrn Ludung Schlesinger in Klausenburg. 



In der folgenden Notiz möchte ich auf zwei Punkte meiner Arbeit*) 
zurückkommen, einmal um einen neuen Beweis für die Existenz der Inte- 
gralsysteme eines homogenen linearen Differentialsystems im Gebiete einer 
realen unabhängigen Variabein mitzuteilen, und um ferner den a. a. 0.**) nur 
skizzierten Beweis für den „Rechteckssatz", im Falle eines vollständig inte- 
grablen linearen Differentialsystems mit zwei realen unabhängigen Variabein, 
genauer auszufuhren. Ich knüpfe unmittelbar an die Erörterungen und Be- 
zeichnungen meiner erwähnten Abhandlung an. 



I. 

In der Nr. I der Abhandlung BS wurde gezeigt, wie man die Existenz 
einer Integral matrix des homogenen linearen Differentialsystems 

du n 

(a.) di = i£ l a >*Wy^ (—«.».•..» 

dessen Koeffizienten a iM Funktionen der realen Variabein x sind, erweisen 
kann, falls die a ix in einem Intervalle (p.-.r) der realen Achse eindeutig 
und endlich sind, und der Bedingung genügen, daß die „Gesamtschwankung 

m 
2?Z>r(*r-*»-l) 



*) Beiträge zur Theorie der Systeme lin. hom. Differentialgleichungen, diese 
Journal Bd. 128, S. 263fl'.; im folgenden mit BS zitiert. 
**) BS, S. 270ff. 
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Nach den Definitionsgleichungen (1.) ist 

I^KlyPI + C^-^fl^n, 



also 

und analog 

woraus sich 



and da 



2\W\<\)- + n9(?,-*,-d\2W:-% fr-».»...-) 






m m 

(2.) 2? ly/^^^"^ ^; |yi 0) | („ = l,2,...m) 



*«1 x=l 



ergibt Diese Ungleichung zeigt, daß die durch den Algorithmus (1.) defi- 
nierten Interpolationswerte yi r) ,...yi r) unterhalb einer angebbaren oberen 
Grenze bleiben, so lange dies für die a ix der Fall ist, eine Tatsache, die 
allein dem linearen Charakter des Differentialsystems (A.) zu danken ist 
Durch Addition der Gleichungen (1.) folgt 

also mit Benutzung von (2.) 

und da 

(3.) W- ) -3^|<^ (f -' ) Ö-y)f|j4 ,,| l, 

eine Ungleichung, die gestattet, die Abweichung der durch den Algorithmus 
(1.) erzielten Endwerte y*" von den Anfangswerten y£° durch die Ausdehnung 
des Intervalle8 q—p nach Belieben zu regulieren. 



•) Der Gebrauch der Exponentialfunktion ließe sich natürlich auch vermeiden. 



/ 
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Der Nachweis, daß sich die y^ n) wohlbestimmten Grenzwerten nähern, 
-^renn man die Anzahl m der Teile in der Weise ins Unendliche wachsen 
Xäßt, daß die Ausdehnung der Teilintervalle .r, , — x v _ x ins Unendliche abnimmt, 
mind daß diese Grenzwerte unabhängig sind von der Wahl der Teilung und 
*fler Wahl der Zwischenwerte S P _ t wird nun, wie es in der Integralrechnung 
-Üblich ist, aus zwei Teilen bestehen. 

Wir betrachten nämlich erstens dieselbe Teilung mit zwei verschiedenen 
Systemen von Zwischenwerten J r ._ n §„_!, setzen für die letzteren 



(!'•) 



W - Fr" - C'v - •'•,-.) 2 «* &-.) v r ■ » 






(x=l,2,...w) 



Tind vergleichen die durch die Algorithmen (1.) und (1.) entstehenden Knd- 
"werte y K m) und # */ x m) . 
Setzen wir 

80 ist 



4* = ^.. ,-i + (*, - *,-0 -f [«a. (Sr-0 y i r _,) - «i. (*,-«) .yS r " !) ] , 



also 



Bedeutet nun, wie in BS, /)„ die Schwankung der Matrix (a im ) in 
dem Intervalle 0*>_i, ...#,), d. h. die Schwankung derjenigen jener n 2 Funk- 
tionen in dem angegebenen Intervalle, die nicht kleiner ist als die Schwan- 
kung aller übrigen, so ist, da 

| «Ax (£r-l) - «2. @r-l) | < 1\ ; 
U,x=l,2,...n) 

wir haben also mit Rücksicht auf die Ungleichung (2.) 

\J„ |< K r-i I + (*„ - *,-«) A, *"«—*<> <f |yn 



+ (*,-*r-l)0-f K,r-l|» 
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uud indem wir in bezug auf x von 1 bis n summieren, 

(4.) iKI<^+[i + ^(*.-vO]fk,-.l, 

wo 

E r = n (*, - *,_,) l) y e-"(-»-.-.) 2 |yW>j 

gesetzt ist. — Hat man ein System von Ungleichungen der Form 

(a.) J r <:E r + [l + )if/^x y -x r _,)]J„_ i , (»-.!,*.... ») 

so folgt daraus, mit Rücksicht auf die Ungleichung 
[ 1 + ng (.1-, - .v a _0] [1 + ng (*„_, - *„_,)] .»[l + ng (.r, - .»•„_,)] < e" <««-*r-i> , 
(b.) J m <Z £ **<■'*-'>>* E,; 

also ergibt (4.) 

n m 

das heißt 

n m 

Es können demnach, wenn die Gesamtschwankung 

/// 

r=l 

beliebig klein gemacht werden kann, auch die Differenzen yi m) — tf x m) beliebig 
klein gemacht werden, und umgekehrt ist diese Bedingung, wie man sofort 
übersieht, auch notwendig. 

Wir betrachten nun zweitens eine aus der ursprünglichen Teilung 
hervorgegangene Unterteilung, bei der das Intervall (ff r _i , . . . ff r ) durch die 
Punkte 

*'>— 1 — &J j Eu • • • Ein— 1 ? Em =L %v 

geteilt und in dem Intervalle (r l -_ M ...fr) der Zwischenwert r/,_! gewählt 
wird. Ks mögen durch den für die Unterteilung gebildeten Algorithmus (1.) 
für den Punkt x x der ursprünglichen Teilung die Werte y[ l) (*--= 1, 2, ... n) 
resultieren, dann handelt es sich um die Vergleichung der y^ mit deuyi m) . 



208 Schlesinger, zur Theorie der homogenen linearen Differentiahyisteme. 

wo |0|<1. Subtrahieren wir von dieser Gleichung die Gleichung 

2rf>> = y<-'> + (*, - *,-,) f <*,. (*,-,) yY~ n , 
so erhalten wir 

+ö(/> r ^i^i+^»<y)}, 

und da 

so ergibt sich, wenn wir für n< m) , nj! wieder yü°, ,yi' -,) setzen, 
|yr-</i' ) l<lz/r i, -»/l'- , NK*v--'v^ 

und indem wir in bezug auf x von 1 bis n summieren: 

i|j/i' > -y/ ) l<i|yi r - ,) -y/- ,) l(i+»fl'(^-^-.)) 

X=l X— 1 

Nun ist nach Uugleichung (2.) 

-?l^"" ,) l< f "* ,,,, - l " 1,J -?iM" ) h 

wir finden also die wichtige Ungleichung 

i|2/L r, -^|<i|^ ,} -^ } | (i + »?(•*•, -*v-0) 

x = l x=l 

+ 0', - *„.-,) (2 » M, ^^-i-*b) 2: | y oo| + , l * //c j) - 

Diese Ungleichung ist wieder von der Form (a.), wir erhalten also 
nach (b.) 

7/1 

in 

Wenn nun die «,-, so beschaffen sind, daß die Gesamtschwankung 
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a) daß (r IJf ), (v ix ) Integralmatrizen des Differentialsystems (B.) sind, 
d. h. daß die Gleichungen bestehen: 

(3.) D,(r lÄ ) ==(«,.), D,CO = to0. 

(4) D f oo=W.)i d 8 c^)=(«,ö; 

b) daß sich (r, x ), (r (X ) für ! = !,„ *7 = '/o auf die Einheitsraatrix (<?„) 
reduzieren ; 

c) daß (r t> ), (r t> ) identisch sind, d. h. daß 

(5.) (OCO" 1 = (**)• 

Die Gleichungen (3.) der Aussage a) folgen unmittelbar aus der 
Regel (I.) Nr. I, BS, wenn man beachtet, daß der linksseitige Faktor von 
(r, x ) von £, der linksseitige Faktor von (v iM ) von ?/ unabhängig ist; für den 
Beweis der Gleichungen (4.) beschränken wir uns auf die Herleitung 
der ersten. 

Wir schicken zwei einfache Hilfssätze voraus, die auch beim Beweise 
der Aussage c) zur Anwendung gelangen werden. 

Bedeutet T=(a iM ) eine Matrix, deren Elemente differentiierbare Funk- 
tionen der Variabein x sind, so bezeichnen wir die Matrix 



\ dx ) 



kurz durch 

37' _ d , . 

Es ist also 

(6.) D//'=r-'!J. 

Bedeuten (»?,„), (/;,„) zwei Matrizen, deren Elemente differentiierbare 
Funktionen von x sind und deren Determinanten nicht identisch verschwinden, 
so ist nach den Regeln (III.), (IV.) der Nr. I, BS 

D, (ir ( .) (O «T ' = (xv,,) (&,„)-' • D x (O • (b ix ) «)-' 

+ (wJ • D * (**«) • ("'»)"' - 00 • D x (w,J • oo -1 » 

also mit Rücksicht auf (6.) 
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8 






- ("•->) ((«..) (/',*) + (^p) - CA.) (O - ( ^")) oo- , 

deren rechte Seite jedoch zufolge der Integrabilitätsbedingungen (C), Nr. II, 
BS identisch verschwindet. Es ist also (wie BS, S. 270 behauptet wurde) 
die Matrix ((6.) Nr. II, BS) 

(«\,) (Ä* (I, n) - D, (/O) 0O" 1 

von £ unabhängig, woraus sich, wie BS, S. 271, die erste der Gleichungen 
(4.) dieser Nummer ergibt. 

Da die Richtigkeit der Aussage b) aus den Definitionsgleichungen 
der Matrizen 0' fa ),(O unmittelbar erhellt, so haben wir nur noch die Aus- 
sage c) zu erhärten. Dabei setzen wir der Bequemlichkeit wegen in den 
oberen Grenzen der Integralmatrizen (t' IJf ), (ö iM ) f,,^ an die Stelle von £, tj, 
so daß also die zu beweisende Gleichung (5.) jetzt so lauten soll:*) 

/(«,„(!, <^i+o/(/4(i., >?)^+4,) 



(D.) 



/(«US, >Ö <*! + <*.•«) /V.-.(&i V)df] + ^) 



= ('L). 



Wir abstrahieren für einen Augenblick von den Integrabilitätsbedin- 
gungen (C.) Nr. II, BS, um eine bemerkenswerte Identität abzuleiten. 
Im Innern unseres Rechtecks, dessen Ecken jetzt die Punkte 

(&»tfi)i (Slifli)» (fl»l?l)» (fil^l) 

sind, wählen wir einen beliebigen Punkt (£, ??) und setzen**) 
A X 

*-* *•■* 

dann ist 

(9.) D { r= «„(!,,) 

*) RS, S. 271 unten. 
**) Vergl. Volteira, a. a. 0. S. 82. 
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und 

(10.) lim D n T= D,(lim T) = ß ix (&, ,).*) 

Indem wir auf die Matrix 

(rJ-T«ßj-i),T)T-* 

den durch die Gleichung (8.) dargestellten Hilfssatz anwenden, ergibt sich 

(ii.) (-^)=r((^) + (« fa )^)-(^)-^)K))^; 

ferner bemerken wir, daß nach (10.) 

(li m pO = r io (/U^)-limD,:07r 

fllr jedes 17 identisch verschwindet, d. h. 
(12.) (Hn ? ^) = (0). 

Wenden wir nunmehr auf die Matrix 

/C(toy fc )rf, + ^ = /((r^(f f O-D,T)T^) Wi ^ + * Ä ) 

die Regel (IX.) Nr. I, BS an, so erhalten wir die gesuchte Identität: 

Jk Jk Jk 

/(LlimyJdti+dJ = /(«,,(!, tlW + dJ f (/?,-.&, n)d*i + dj 

Genügen die («< x ), (/?,.„) den Integrabilitätsbedingungen (C.) Nr. II, 
BS, so ist, wie oben (erste der Gleichungen (4.)) bewiesen wurde, 

die Matrix (y iM ) folglich identisch (d. h. für jedes Wertesystem f , rj) gleich 
Null. Die Identität (13.) liefert also in diesem Falle unmittelbar die zu 



(13.) 






*) Da die Integrabilitätsbedingungen nicht vorausgesetzt werden, ist D n T nicht 
für jedes 5 gleich #„(£, ??)! 
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erweisende Gleichung (D.), d. h. den „Rechteckssatz" , den wir jetzt so aus- 
sprechen wollen: 

Sind (a IJf ), (ß iK ) innerhalb des einfach zusammenhängenden Bereiches S 
eindeutige und stetig differentiierbare Funktionen von f, tj, die den Integrabili- 
tätsbedingungen (C), Nr. II, BS genügen, und liegt das Rechteck (ß 0J ^„) t 
(£i? *?u)i (£n VÖj (&j *1\) ganz i™ Innern von S, so ist die längs der Begrenzung 
dieses Rechtecks im positiven Sinne et % streckte Integralmatrix 

f MS^dS+ßffrfüdv + d,.) 

gleich der Einheitsmatrix (d iK ).*) 

Aus dem „ Rechteckssatze u folgt nun, wie BS S. 271 angedeutet wurde, 
die Existenz einer innerhalb S eindeutig bestimmten Integralmatrix (i'*), 
die sich für £ = &, r l = 7 la a uf (<?<*) reduziert. Die genauere Ausführung dieses 
Beweises gestaltet sich wie folgt. 

Zwischen (£01*70) und einem beliebigen Punkte (l,i?) von S lassen 
sich stets Punkte (£ M ijj), ... (£ m , tj m ) in endlicher Anzahl so einschalten, daß 
für irgend zwei auf einander folgende der m + 2 Punkte 

(».) ($U, %), (£l, */l), ... (£-, In*), (£■+! = §. Vm + l=V) 

entweder die „obere Stufe" 

(&-n %-0 ••• (&-i! Vi) und (&_„ %) ... (&, ij|) 

oder die „untere Stufe" 

(!i_i, %_,) ... (I;, *?*_,) und (&, *?*_,) ... (£ 2l 1^0 

oder beide zugleich ganz innerhalb S verlaufen. Bilden wir für die inner- 
halb S verlaufenden Stufen der durch die Punkte (a.) bestimmten „Treppen- 
linie" die Matrizen 

U h 

(0 ° ' /W^-n^ + O /(aUSitlOdS + tJ 



*) Die Anwendung des bei dem obigen Beweise befolgten Gedankenganges auf 

das Integral eines totalen Differentials Pdg + Qdrj, wo -^ = ~ä3T> liefert für den von 

meinem Freunde Heffter unter sehr allgemeinen Voraussetzungen über P, Q bewiesenen 
„Rechteckssatz" der gewöhnlichen Integralrechnung den Beweis, den ich im Bande VII 
(1905) der Zeitschrift „l'Enseignement mathematique" veröffentlicht habe. 
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beziehungsweise 



(u.) 






die wir durch (v2 } ) bezeichnen,*) so genügt die Matrix 

(i.) K)=WK ) )-..(e +,) ) 

offenbar dem Differentialsysteme (B.), Nr. It, BS und reduziert sich für 
£ = | , 17 = % auf ((?,„). Um zu zeigen, daß (^ x ) innerhalb S eindeutig 
bestimmt sei, hat man nur nachzuweisen, daß (i\„) von der Wahl der ein- 
geschalteten Punkte unabhängig ist. Denken wir uns aber die Punkte 
(£u, *?o), (f , n) durch Einschaltung anderer Punkte, durch eine neue Treppen- 
linie verbunden, so kann das zwischen den beiden Treppenlinien gelegene 
Gebiet von S in eine endliche Anzahl von Rechtecken zerlegt werden, deren 
Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind. Wir können dann die in 
bezug auf beide Treppenlinien gebildeten Matrizen (I.) in der Form 

K)=K } )K 2, )-('i m+1) ). 

schreiben, wo sich die nicht Uberstrichenen Buchstaben auf die eine, die 
überßtrichenen auf die andere Treppe beziehen, und wo im Sinne des Recht- 
eckssatzes stets 

ist. Hieraus folgt aber unmittelbar die zu beweisende Gleichung 

(«OC 5 «.)- 1 -('«.). 

*) Liegen för ein Paar konsekutiver Punkte beide Stufen innerhalb S, so sind 
die beiden Matrizen (0.), (u.) nach dem Rechteckssatze identisch. 
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Über Stabilität und Labilität eines materiellen 
Punktes im widerstrebenden Mittel. 

Von Herrn Leopold Fejer in Klausenburg.*) 



.Bekanntlich entscheidet über die Stabilität oder Labilität der Gleich- 
gewichtslage eines freien materiellen Punktes in den meisten Fällen einfach 
das Verhalten der Potentialfunktion in der Nähe der Gleichgewichtslage. 

1. Nach dem berühmten Satze von Lagrange und Dirichlet ist die 
Gleichgewichtslage G des freien materiellen Punktes P mit der Masse 1 
stabil, wenn die Potentialfunktion U(x 9 y,z) im Punkte G ein isoliertes 
Maximum hat. Schlagen wir in diesem Falle um G als Zentrum zwei 
genügend kleine, aber sonst beliebige Kugeln mit den Radien 

R t ,R 2 (i?,<Ä,), 

so können wir folgendes behaupten: 

Gelangt während seiner Bewegung der materielle Punkt P zu einer 
Zeit t u einmal in das Innere der kleineren Kugel R t **) so bleibt der Punkt 
nicht nur zu jeder späteren Zeit im Innern der größeren Kugel R 2 , sondern 
er war auch zu jeder früheren Zeit t im Innern der Kugel R 2 — voraus- 
gesetzt, daß die Geschwindigkeit für t = t l} kleiner ist als eine von i?i,Ä 2 
abhängende Größe. Im Falle des isolierten Maximums ist also, wie wir 
sagen wollen, „Stabilität in bezug auf die Zukunft" und „Stabilität in bezug 
auf die Vergangenheit" vorhanden. 



*) Vorgetragen auf der Naturforscherversammlung zu Meran. 1905. 
**) Wir bezeichnen eine Kugel mit demselben Buchstaben wie ihren Radius. 
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2. Mit der Frage der Stabilität bzw. Labilität in den übrigen Fällen 
beschäftigen sich die Arbeiten der Herrn Kneser, Liapounoff, Hadamard, 
Painleve, Hamel, Bohl. Sie gestatten jedenfalls — es ist dies ihr elemen- 
tarstes Ergebnis — an die Seite des Lagrange-DirichletBchen Stabilitätssatzes 
den folgenden Labilitätssatz zu stellen: 

Hat die Potentialfunktion im Punkte G des Gleichgewichts ein 
isoliertes Minimum und wird das Vorhandensein des Minimums durch die 
Glieder niedrigster Ordnung der Taylorschen Reihe erkannt, so ist die Gleich- 
gewichtslage labil. D. h. wenn wir um G als Zentrum eine kleine Kugel 
mit dem Radius R schlagen, so können wir im genannten Falle folgendes 
behaupten: 

Befindet sich P an irgend einer Stelle im Innern der Kugel Ä, so 
können wir dem Punkte P eine der Größe nach beliebig kleine Anfangs- 
geschwindigkeit so erteilen, daß P zu einer späteren Zeit t das Innere der 
Kugel notwendig verläßt. 

Im folgenden werden wir zwei Sätze mitteilen, die den angeführten 
in dem Falle entsprechen, wo die Bewegung in einem widerstrebenden Mittel 
vor sich geht. 

Die Bewegungen sind in diesem Falle durch den Ansatz 



(i.) 



„ dU ~, x y' 

dz ' v y v 



definiert. Es ist bekannt, daß wenn man eine vorläufige Orientierung in 
bezug auf den Verlauf oder sogar Endverlauf der Bewegungen im wider- 
strebenden Mittel sucht, dies nicht leicht durch Vergleich mit der „Bewegung 
ohne Widerstand tt geschieht. Dies liegt daran, daß die den Widerstand ver- 
tretende Kraft 



(-A")7, -/W£, -W>0 



nicht dem Geschwindigkeitsvektor der widerstandslosen Bewegung, sondern 
der momentanen Geschwindigkeit der zu studierenden Bewegung mit Wider- 
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stand entgegengerichtet ist — eine Geschwindigkeitsrichtung die sozusagen 
nicht explizite, sondern erst durch die Gleichungen (1.) implizite bestimmt ist. 

Es lassen sich nun folgende, ganz bestimmte Sätze formulieren. 

I. Besitzt die Potentialfunktion im Gleichgewichtspunkte G ein isoliertes 
Maximum, so findet Stabilität für die Zukunft statt, icährend in bezug auf 
die Vergangenheit Labilität vorhanden sein kann. 

Multiplizieren wir nämlich die Gleichungen (1.) der Reihe nach mit 
x', y', z\ addieren sie und integrieren von t t) bis t, so erhalten wir die 
bekannte Gleichung: 



(A.) ^+yl±z^ + ^ f(v)vdt== u+ Af 



die der Gleichung der lebendigen Kraft der widerstandslosen Bewegung 
entspricht Beobachten wir nun die Lage des Punktes x, y, z für eine Zeit 
*>4ji so können wir behaupten, daß 

(2.) U(x,y,z) + h>0. 

Denn auf der linken Seite der Gleichung (A.) ist das erste Glied gewiß > 0. 
Das zweite Glied ist positiv, da v die positive Quadratwurzel von x n + y' 2 -f- z n 
ist und f(v) als Widerstandsfunktion folgende Eigenschaften besitzt: 

'f(v) = für v = 0, 
(3.) ' f(?)>0 für v>0, 

f(v) wächst mit v monoton. 

Aus Ungleichung (2.) kann man aber in Dirichlefocher Weise weiter- 
schließen, daß in der Tat Stabilität für die Zukunft vorhanden ist — daß 
also unter den genannten Bedingungen, wenn t ;> ^ ist, P stets innerhalb 
der Kugel R 2 bleibt. 

Ist dagegen t <C ^, so ist das Integral in der Gleichung (A) negativ. 
Man kann also für t<zt {) nicht behaupten, daß U+h>0. Daß für f<^ 
in der Tat Labilität auftreten kann, zeigt schon der Fall der gewöhnlichen 
gedämpfte?! Schwingungen. 

Aus Gleichung (A.) läßt sich noch ein weiterer Schluß in bezug auf 
die Bewegung ziehen. Da nämlich für t > t {) der Punkt stets innerhalb der 
Kugel li 2 bleibt, so muß jeder der beiden positiven Summanden der linken 
Seite von (A.) stets unterhalb einer endlichen Grenze liegen. Nun kann 
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der darzulegenden Methode die Labilität des Gleichgewichtes nicht erweisen. 
Ob in diesem Falle der Widerstand die Labilität vollständig aufheben kann 
oder nicht, muß noch dahingestellt bleiben. 

Es sei die Gleichgewichtslage im Koordinatenanfangspunkte. Um 
die Labilität zu erweisen ist es natürlich, die zeitliche Änderung der Orts- 
funktion 

r* = x 7 + y> + z 2 

zu untersuchen. Wir haben 

(?y = 2{xx' + yy' + zz') 
und 

W - 2 + 2 

Wenn wir x",y",z" aus Gleichung (1.) entnehmen, so erhalten wir 

au du du 

/rV'_ *" + y" + <g " * dx +y dy +Z dz _ f(v) xx' + yy' + z z' 
M/ ~ 2 + 2 v 2 

Da aber 

xx' + yy' + z*' _fr*\' 
2 -W' 

so erhalten wir, wenn wir 

du <ru. du 

_ s" + y " + <g " { * Qx + y dy + * dz 
'""" 2 + 2 

setzen, 

(BO £)"+*(#-»■ 

Es sei nun 

die rayforsche Entwicklung von £f für die Umgebung von £ = 0, y 
s = 0. Hier bedeutet £4,, nach Voraussetzung, eine homogene pc 
definite Form 2ra-ten Grades von x y y,z. Folglich erhalten wir 

(4 .) ,-£±£±£ + ,14.+ .... 
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positiven Größe, — die linke Seite 

xx'+yy'+zz' 
2 

aber nach Null konvergiert. 

Die Formel (5.) ist also für jedes positive t gültig. 

Aus ihr ergibt sich dann zunächst, daß {-^J stets positiv ist, — daß 
also der Punkt P sich von der Gleichgewichtslage stets entfernt. Um aber 
mit Bestimmtheit behaupten zu können, daß P die Oberfläche der Kugel 
notwendig überschreitet und sich ihr nicht etwa nur asymptotisch nähert, 
wollen wir zeigen, daß (^) nicht nur positiv bleibt für jedes f, sondern 
auch stets oberhalb einer positiven unteren Grenze liegt 

-£j nach Voraussetzung positiv. Für ein endliches t 

(r'V 
j) nicht verschwinden. Wir müssen also bloß 

zeigen, daß (~) für große Werte von t oberhalb einer endlichen Grenze 
liegt — Zunächst ist klar, daß P sich immer außerhalb der Kugel mit dem 
Radius OP befindet. Solange sich aber der Punkt zwischen dieser Kugel 
und der Kugel mit dem Radius R bewegt, liegt q y wegen Gleichung (4.), 
oberhalb einer positiven unteren Grenze f. Folglich ist 



(60 . (0>«° : 



r< 



fpät 

dt 



fr« 

nnd wir haben bloß zu zeigen, daß der rechtsstehende Quotient für große 
Werte von t oberhalb einer positiven unteren Grenze bleibt Zu diesem 
Zwecke führen wir 

fpn 

als neue Integrationsvariable ein. Dies ist gestattet, da % von 1 an monoton 
wächst, wenn t von aus monoton wächst. Nun ist 
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Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage. 

Von Herrn J. Hörn in Klausthal. 



Der vorliegende Aufsatz schließt sich an den zweiten Teil der im 
126. Bande dieses Journals erschienenen Arbeit des Verfassers „Bewegungen 
in der Nähe einer stabilen Gleichgewichtslage" an. Das a. a. 0., S. 194 
beschriebene mechanische System wird durch ein allgemeineres ersetzt 

Die Lage eines Systems von n Freiheitsgraden mit von der Zeit t 
unabhängigen Verbindungen sei durch die n Hauptkoordinaten x u ...x K be- 
stimmt. In der Gleichgewichtslage sei x x = 0, ...x n = 0. Die Kräfte- 
funktion U sei in der Umgebung von in eine Potenzreihe von x u ...x n 
entwickelbar: 

U p sei eine ganze homogene Funktion p-ten Grades von x Y , . . . x n und ins- 
besondere 

« a=l 
WO 

$,= — *? (i=l,...m), 

*/ = /'* 0" = m+l,... 7i) 

ist und *,,...*„,; /* m + M ...// n reelle positive (von Null verschiedene) Größen 
sind. Die lebendige Kraft 

T=- } 2A aß x' a x' ß u.i-i,....) 

& aß H 

ist eine ganze homogene Funktion zweiten Grades der n Größen 

f dx a 

X a = —7-, (a = l,...n) 
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deren Koeffizienten^ in Potenzreihen von x u ...x H entwickelbar sind; fttr 
# 1= =0, ...#„ = ist 

4, a = l, A aß = 0, (a^ß). 

Die Lagrangeschen Gleichungen 

d dT dT^dü 

dt dx* a dx a dx a 

erhalten durch Auflösung nach 



dt' 



(a = l,...n) 



die Gestalt 

wo F a eine ganze homogene Funktion zweiten Grades von x[,...x n ist, deren 
Koeffizienten Potenzreihen von x ljm ..x n sind, und G a eine mit quadratischen 
Gliedern beginnende Potenzreihe von x xi ...x m . 

Der Fall m=n, in welchem eine stabile Gleichgewichtslage ist, 
wurde in der oben erwähnten Arbeit im 126. Bande dieses Journals betrachtet.*) 

Im Falle ra = werden die Gleichungen (A.) durch konvergente 
Potenzreihen von 

befriedigt, wo k u ...k n Integrationskonstaute sind.**) Untersuchungen über 
die Existenz und Mannigfaltigkeit der in der Nähe einer labilen Gleich- 
gewichtslage verlaufenden Bewegungen wurden von Kneser, Bohl und Karstens 
angestellt,***) 

Wir nehmen jetzt 0<rn<n an und zeigen, daß die Gleichungen (A.) 
formell befriedigt werden, wenn man für die Koordinaten x u ...x u gewisse 

*) Vergl. Poincare, Methodes nouvelles de la Mecanique Celeste, Bd. II, S. 160 
—165, 190—193 und die Fußnote im 126. Bande dieses Journals, S. 220—221. 
**) Vergl. Pieard, Traite d'Analyse, Bd. IN, S. 185—186. 

***) Kneser, Studien über die Bewegungsvorgänge in der Umgebung instabiler Gleich- 
gewichtslagen (Bd. 115 und 118 dieses Journals). — Bohl, Ober gewisse Differential- 
gleichungen allgemeinen Charakters, welche in der Mechanik Anwendung finden; Doktor- 
dissertation Dorpat 1900 (mir unverständlich, weil in russischer Sprache geschrieben). — 
Karstens, Über gewisse; asymptotische Lösungen der Differentialgleichungen der Mechanik; 
Dissertation Berlin 1901. 
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Reihen mit n + m Konstanten und mit trigonometrischen nnd Exponential- 
funktionen der Zeit t setzt.*) Wir begnügen nns vorerst mit der formalen 
Berechnung dieser Reihen, deren Konvergenz im allgemeinen durch das Auf- 
treten kleiner Divisoren in Frage gestellt wird. Es ist namentlich seit den 
Untersuchungen Poincares bekannt, daß auch divergenten Reihen eine Be- 
deutung zukommt.**) Die Aufgabe, die Bedeutung unserer Reihen genauer 
zu untersuchen und die Reihen zur angenäherten Darstellung der Bewegungen 
zu benutzen, bleibt noch zu behandeln. 

In einer im 127. Bande dieses Journals erschienenen Abhandlung von 
Bohl „Über die Bewegung eines mechanischen Systems in der Nähe einer 
Gleichgewichtslage" ist unter etwas allgemeineren Voraussetzungen***) die 
folgende Aufgabe gelöst: „Es soll die Existenz und Mannigfaltigkeit der- 
jenigen Bewegungen festgestellt werden, welche für einen wenigstens ein- 
seitig unbegrenzten Zeitraum in der Nähe der Gleichgewichtslage verlaufen." 
Es ist interessant, die Resultate Bohh, welche in Bd. 127, S. 181 — 182 
dieses Journals zusammengestellt sind, mit den in der vorliegenden Arbeit 
formal abgeleiteten Reihen zu vergleichen. 



§ i. 

Wir zeigen, daß die Differentialgleichungen (A.) formell befriedigt 
werden, wenn man für x a eine Reihe 

*« = 4 l) + 4 ,} + - + 4* } + - c— i.....) 

setzt: dann ist at a p) eine ganze homogene Funktion p-len Grades von n Inie- 
grationskonstanlen k XJ ... k n und eine aus trigonometrischen und Exponential- 
ausdrucken zusammengesetzte Funktion von n Argumenten 

^i,...m«; v m+l ...v n ; 
es ist 

Vj = Ojt] 0-Ä+i,...«) 



*) Dabei sind gewisse Relationen zwischen den X und in ausgeschlossen. 
**) Vergl. PoincarJ, Meth. nouv., Bd. II, insbesondere Kapitel 8, in betreff ver- 
wandter Reihen. 

***) Bei Bohl werden nämlich U und die Koeffizienten von T nicht als analytische 
Funktionen vorausgesetzt. 
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/i,.../ m sind weitere Integrationskonstante und 

e i =i,+el 2) +e[ 4) +-, ('-!.....■> 

Oj^/Lij + op + oj 4) + — , a=m+i, ...n) 

wo p{ 2) , o} 2) ganze homogene Funktionen ersten Grades, p? 4) , oj 4) #an,ze homogene 
Funktionen zweiten Grades usw. dei* m Größen k\, ... /c* m sind. 

Dabei ist vorausgesetzt, daß die Größen l XJ ... X m ; /* m+1 , ... t u n gewisse, 
in § 2 anzugebende Bedingungen erfüllen. 

Zum Beweise*) führen wir die Gleichungen (A.), indem wir 

dx a ~, dx a , « dx a 

a* .' ^ Ott, > ' Ötj/ 7 

(i,«' = I,...m;>,/' = m + l,...n) 

setzen, über in 

^ d*x a , ^ d % x a , ^, d % x a 

= f a (f ( ,,|j + fa / |^,...;x t ,...) + ö a (x 1 ,...). 

Wir setzen die obigen Reihen fllra;,,.,.^ und für pi, ... p m ; a^+i, ... o n 
ein und vergleichen die Glieder 1., ...p-ten Grades in bezug auf k x ,...k n . 
Zunächst erhält man die Gleichungen 

S f Ä (,) i9V (l) r9*JT (,) 

#ß werden befriedigt durch 

#< l > = ^ COS t/ t , (.=1, ...m) 

x^^kje" 9 }. ü«+i...-*) 

Wir zeigen, cfa/? allgemein 
aft = ^A?» ... A** <r**+i'm+i *>«•« . [A cos (?, ^i + ••• + ?m*0~ 



•) Vergl. dieses Journal Bd. 126, S. 221 «F. 
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ist; in jedem Gliede der Summe sind p l9 ...p n positive ganze Zahlen, welche 
die Bedingung 

Pi + -+p n =P 

erfüllen; qi,...q m sind positive oder negative ganze Zahlen, welche der Be- 
dingung 

\qi\=Pi-%9i («-i.... «> 

(g { ganze positive Zahl einschl. Null) genügen; in einem von v m + x1 ... v n freien 
Gliede tritt kein Sinus auf d. h. wenn Pi + '-+p m =p ist, ist B — 0. 
Setzt man 

wo yjf° eine ganze homogene Funktion p-ten Grades von k u ... k % dar- 
stellt, so ist 

yp> = — k { X { sin u { , 0=1,...».) 

yj l) = — kj/u,je~ v J. o=m+i,...n) 

Aus dem für a4 p) angeschriebenen Ausdruck ergibt sich für y (p) ein Aus- 
druck von derselben Form; es tritt nur jetzt in einem von v m+ i,...t>„ freien 
.Gliede kein Kosinus $uf. 

Das Produkt mehrerer Ausdrücke von der für x^ angenommenen 
Form ist ein Ausdruck von derselben Form. Dasselbe gilt für ein der- 
artiges Produkt, in welchem zwei Faktoren x { J'\ xtfP durch t/<?'\ yj#' } ersetzt 
sind; ferner für ein solches Produkt, welches noch mit einer ganzen ratio- 
nalen Funktion von £?, ... A£» multipliziert ist, sowie für das Produkt aus 
einer der Ableitungen zweiter Ordnung 

e 2 4 p) ö , 4 rt ö*4 p) 



dui duy ' dvj dvjt ' dui dvj 

und einer ganzen rationalen Funktion von ÄJ,...^. 

Wir zeigen, daß das für a£ p) angegebene Bildungsgesetz richtig ist, 
wenn die Gültigkeit des entsprechenden Gesetzes für x%\ ... x c a p ~ l) voraus- 
gesetzt wird. Für den Fall eines ungeraden p berechnen wir e J (p " 1) l o$ p ~ l) 
unter der Voraussetzung, daß die Größen pi r> , ' o] r \(r<Zp — 1) bekannt sind. 
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Für x[ p) ergibt sich die Differentialgleichung 

a*j? (p) s***** 5*j? (p) 

ut ' • duiduit a' r Jt ^ J ovjdvjt ij rj ouidvi a a 

+ = • 

Auf der rechten Seite stehen ans F a und G a hervorgehende Glieder von der 
Form 

konst. 4r»a#," ) «&">..., 

wo p'+p"+p'"+--=p ist Im Falle eines geraden p schließt die linke 
Seite mit den Ableitungen zweiter Ordnung von x™ ab, im Falle eines 
ungeraden p mit 

2Mr~" + W _,) +•••) S^- 



»„co 



+^<ft«r i +»<*'*+•••) ^ 



d. i. mit 

-2(i,.^- , >+...)^cosu,. 
für a = i=l,...rn, mit 

für y=m + l, ... n. Jedes Glied der linken Seite mit Ausnahme der in der 
ersten Zeile stehenden und der zuletzt angeführten Glieder 

— 2l i QJ p ' l) k i cosu i bezw. 2fi J dj^ l} k J e'^J 

ist gleich einer Ableitung zweiter Ordnung einer der Funktionen x { *~ 2 \ ..., 
multipliziert mit einer ganzen rationalen Funktion bereits bekannter Größen 
pj 2) , of } 7 ..., d.h. mit einer ganzen rationalen Funktion von &J,...Ä£. 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 3. 32 
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Hat man im Falle eines geraden/) x™, ...x ( a p ~ l) und pj 2) , ... pj p ~ 2) , 
°f \ • • • ö j p ~ 2) * n der °^ en vorausgesetzten Form gefunden, so erhält die 
Differentialgleichung für a4 p) die Gestalt 

;}»Jp) <9 2 <r (p) ä*r M 

2lil» P^- + ZW;, £%- + -£ ^ #-^ * a *<'> 

«' * dUiduit jj' ' Jt J dvjdVjt v *° duidvj a a 

= JS'ä? 1 ... Ä*«e-*«+i*«+i '»'«[21 cos (ft ^ + ••• + q m u m ) 

+ %sm(q l u l + - + q m u m )] 1 

wo p x ,...p n und qn..*q m dieselben Werte durchlaufen wie in dem oben für 
x ip) vorausgesetzten Ausdruck. Durch Einsetzung dieses Ausdrucks und 
Koeffizientenvergleichung erhält man für die in x ( a p) enthaltenen Konstanten 
A, B, welche den Größen 31, 33 entsprechen, zwei lineare Gleichungen, und 
zwar, wenn zur Abkürzung 

?iAi + - = ?iAi + - + ?..*«j 
gesetzt wird: 

A (?i K + -) (P-+i i^- + i + -) + Ä [Q> m+1 ^ m+1 + ...) 2 - (g t K + ...) 2 - *J = 0. 
Hieraus ergeben sich A, B als Brüche mit dem Nenner 

vorausgesetzt, daß N nicht verschwindet. 

Im Falle eines ungeraden p sind außer x%\ ... x {p ~ l) noch pj 2) , ... p l - p " 3) , 
aj 2) , ... öj p ~ 3) als bekannt vorauszusetzen; außer den Funktionen x ip) sind die 
Konstanten pj*"" , <^ p "" 1} zu berechnen. In der Differentialgleichung für 
#J P) (t=l,... m) müssen sich die Glieder mit cos w, wegheben; wir haben 
links das noch unbekannte Glied 

-2l,tf |H - I) Jfc i C0Btt o 

während sich die bekannten Glieder rechts in der Form 

© k { cos u { 

zusammenfassen lassen, wo ® eine ganze Funktion von £J, ... k 2 m vom Grad 2lZ_ 



I 
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darstellt; es muß also 

sein. Aus der Differentialgleichung für x] p) (y = m+ 1,... ri) müssen die 
Glieder mit e~*J herausfallen; es sind dies links das unbekannte Glied 

2 t Ujo}*- l) kje—J 

und die rechts zusammengefaßten bekannten Glieder 

Qbkje—i, 

wo ® von derselben Form ist wie oben. Man hat also 

Jetzt erfolgt die Berechnung von x^ p) wie vorhin im Falle eines geraden p. 
Wenn wir die obige Formel für x[ p) auch hier anwenden, so erhalten wir 
eine solche partikuläre Lösung der Differentialgleichung für x^ a p) G> = 3, 5, ...), 
daß in $ p) (t=l, ... m) kein Glied mit cos */,, in xj p) (j=m + 1, ... n) kein 
Glied mit e" r J auftritt 

§ 2. 

Die angegebene Berechnung von x {p) ist nur möglich, wenn keiner 
der Nenner N verschwindet. 

Für a = t=:l,M.m ist $ t =-A 2 , also 

N~ N { = (fc l x + - + q m IJftp. + x K+l + - +Pnf*n) 2 

+ [Q> m+1 // m+1 + -+p n f n y - (?, l, + - + ?. * M ) 2 + Ä 2 ] 2 ; 
für a=; = w+l,...n hat man *, = /**, also 

iV= iV;. = (q x l x + ... + q m kj (j> m+1 ,u m+1 + ... +p n u n ) 2 

N t verschwindet zwar, wenn q { : = 1 , alle übrigen <? und sämtliche p 
gleich Null sind ; Nj verschwindet, wenn p s = 1 ist, während alle übrigen p 
und sämtliche q gleich Null sind. Im Falle eines ungeraden p sind aber 
die Glieder mit cos u ( in der Differentialgleichung für x$ p) und die Glieder 

32* 
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mit e~** in der Differentialgleichung für xj p) beseitigt; im Falle eines geraden p 
kommen solche Glieder von vornherein nicht vor. 
Im übrigen verschwindet N { nur dann, wenn 

iWi = 0,...;> n = 
und 

*?-Öi A» + - + foA l , = 

ist; dies ist nur möglich, wenn 

ist, d.h. wenn zwischen A,,...A m eine Relation 

mit positiven oder negativen ganzzahligen Koeffizienten besteht Nj kann 
nur verschwinden, wenn 

?i = 0,...? TO = 
und 

oder 

ist; hier muß natürlich #,= sein, während die übrigen j> positiv oder gleich 
Null sind. 

Wir machen demgemäß die beiden Voraussetzungen: 

1. Zwischen A 17 ...Jl m besteht keine Relation 

<7l *l + '" + #» *m = 0, 

wo g x , . . . g m positive oder negative ganze Zahlen sind, die auch teilweise ver- - 
schwinden können; 

2. zwischen fx m+x , . . . /*„ besteht keine Relation ' 

wo iWi > • • • Pn positive oder verschwindende ganze Zahlen sind. 

Wenn die Größen ^,...A m ; ^„+1,...^,, diese beiden Voraussetzungen -ä: 
erfüllen, so lassen sich im Falle m>l doch ganze Zahlen gi,...?« so «: 
wählen, daß der absolute Betrag von 

*?-(?. li + - + fc.O f 
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Xa = 2(kn+i e-*»+*y»-n ... (k n e- a »y»-kp ... k'& %'*... C- 

X [A cos (?, p, + - + q m 9 m ) t+ B sin (q % q, + ... + q m 9m ) t] ; 

die p,p',p" sind positive, die q positive und negative ganze Zahlen, welche 
die Bedingung erfüllen: 

l?<l =$+#"- 2fc f (# = 0, 1,2,...).*) «-i....rt 

jFÄr £ = sei 

^ a = c a , (a=l,..;«) 

#J =cj. (*=i,...m> 

Diese n + m Anfangswerte c u ...c w ; c J , ... cl» mögen jetzt als Integrationskon- 
stante eingeführt werden.**) Wie oben seien x a , x' a als Potenzreihen dar- 
gestellt: 

X a~ -PaC^l? ••• SmJ *7l ) • • • tfm ? b»+l ) • • • b») J 

Unter Beschränkung auf die linearen Glieder ist 

$, = *, + -, 

£. = -^17. + ..., 

Für * = ist 

*i = aT| , ^ = a:,. , Igj = A^ . 

Daher ergeben sich c^c^Cj als Potenzreihen von £J,...; &[',...; &„+,,..., 
von welchen wir nur die linearen Glieder anschreiben: 

*« = *! + ■••, 

(i = l, ...m) 

«i — MP + -, 

£,= £,. + ••• . = wi+l,...») 

Umgekehrt berechnen sich hieraus &<,&",£, als Potenzreihen von c n ...c«; 
c i7-- c m? von welchen wir die Jinearen Glieder angeben: 



(i«l,...m) 



*) Vergl. dieses Journal Bd. 126, S. 210. 
**) Vergl. dieses Journal Bd. 126, S. 210—211. 
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k" — _ C ±A 



(. = !,...»«) 



Hieraus folgt 

«-« , + « fa = ^ + iJ + -. 
Hiernach gehen 

?< = *,+ •• , ^ = ^ + - 

in Potenzreihen von c Xl ...c w ; ci,...<4 ohne lineare Glieder über, die qua- 
dratischen Glieder sind linear in 

,.n J* 

r 2 4- - ... c 2 4- -" 

Für x a erhält man eine Potenzreihe von c 1? ...c n ; cl,...c', 4 : 

x m = 2<# ... cj- c?'« ... ciL.e- (f *+i a «+i + - +f « tf » )r 

X[/lcos(^p 1 + --- + ^ w p M1 )^+5 8in(5 l (> l + ..-+? ro (> m )^; 

darin sind die/),p' positive ganze Zahlen, <? m +i , . . . </„ positive, ^, ... <j m posi- 
tive und negative ganze Zahlen, welche die Bedingung erfüllen: 

\qi\ + '-- + \qm\<Pi + ---+Pm+p'i + ---+pl, 
s*+i + ••• + ?* <iWi + - +/v 

Wir schreiben die in den Integrationskonstanten linearen Glieder an: 

c : 
x i = c, cos Qi t + y sin p,- H — , o=i,...m) 

ar. = C ; 6" tf > l + -- . (;=m + l,...n) 

Wir können der obigen Reihe auch die Form geben: 

^« = ^[^cos(9 1 p 1 + -.. + 5 m pJ^+^sin(^ 1 p 1 + -.. + 5 m p m )/] 

darin sind ? m+l ,...<j, positive, </ M ...<? m positive und negative ganze Zahlen; 
4,2? sind Potenzreihen von c n ...c M ; <?[,...<£ mit Gliedern von der Form 

L C x ... C n n Cj ... C OT »/i, 
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wo die p 9 p' positive ganze Zahlen sind, welche mit den q durch die vorhin 
angegebenen Bedingungen verknüpft sind. 

Nachdem die formale Existenz der Reihen nachgewiesen ist, können 
die Entwicklungen von x^...x H1 sowie von p M ...p m ; a w+1 ,...a„ direkt aus 
den Differentialgleichungen (A.) berechnet werden,*) wie dies in § 5 geschieht 



§4. 

Es möge auf die Reihen hingewiesen werden, welche aus den bis- 
herigen Reihen durch Nullsetzen eines Teils der Integrationskonstanten 
hervorgehen. 

1. Setzt man 

A: m +i = 0, ... A; n = 0, 



so wird 






.r< ,} = k ( cos u { , (» « i , .. . m) 



und 



£» = 2 Ak*> ... *£* cos (j, u x + .- + q m u m ), 



wo p u ...p in positive ganze Zahlen mit der Summe p und ? n ... q m positive 
und negative ganze Zahlen sind, für welche 

\q i \=p i -2g i (.=i,...»o 

i*t G?* ganze positive Zahl einschließlich Null). Es sind dies die Reihen, 
auf welche in Bd. 126, S. 232 dieses Journals hingewiesen ist. Die for- 
male Berechnung dieser Reihen ist möglich, wenn die k die in § 2 an- 
gegebene Bedingung erfüllen, während die ,u beliebig sind. 
Aus den Gleichungen 

worin an Stelle der Punkte Potenzreihen von c^...c n \ cl,...c' m mit Gliedern 
zweiter und höherer Dimension stehen, ergeben sich c m+1 , ...c n als Potenz- 
reihen von c,,...c m ; cj, ... c m , welche mit quadratischen Gliedern beginnen. 

*) Vergl. Bd. 126, S. 227—230 dieses Journals. 
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Sie liefern c n ...c m ; c\,...c m als Potenzreihen von c m +i ,...<?«, welche mit 
quadratischen Gliedern beginnen. Somit erscheint x a als Potenzreihe von 

c /M1 ,.,.c n , deren Koeffizienten von 

abhängen; unter Beschränkung auf die linearen Glieder ist 

X { = -\ , (1 = 1,. ..m) 

#. = c, e~>y -| — . > Ü--H-1,...») 

3. Wir setzen jetzt 

£ 2 = 0,...£ m = 0, k m „ = 0,...k n = Q. 
Dann ist 

x[ l ) = k x cos t/„ 4 ! > = 0, . . . 4° = 
und 

^ = -2:^4 A? cos ^ u x ; | </, | =/> ?< p — 2,|) — 4, ...; 

hierin ist u i = () l t+l l und p 1 = i l + -.. eine Potenzreihe von *}• Die in § 2 
betrachteten Divisoren sind hier 

Damit kein Divisor verschwindet, setzen wir voraus, daß keiner der Quotienten 

eine ganze Zahl ist. 

Aus den jetzt erfüllten Bedingungen 

*5= c ,+...=o, 

(i = 2,... in) 
k.. =Cj-\ = m + l,...*) 

ergeben sich c 2 , . . . c m ; c^ , . . . c4 ; c,„ f t , . . . c tt als Potenzreihen von c t , c{ , welche 
mit quadratischen Gliedern beginnen. Wir wählen den Anfangspunkt der 
Zeit t so, daß c[ = wird. Dann wird k] = k? + k" 2 = c l l -\ — eine Potenz- 
reihe von c n welche mit dem Gliede c\ beginnt; k x wird also eine Potenz- 
reihe von c n deren Anfaugsglied wir gleich +c t annehmen können, und 
Pi = *iH — eine Potenzreihe von c x ohne lineares Glied. So geht # a in eine 
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Potenzreihe von c x über, in welcher der Koeffizient von cf eine lineare 
Funktion von cos i / Pi'0 / =l» 2, ...p) ist. Daß keine Sinusglieder auftreten, 
erkennt man durch direkte Berechnung der Reihen aus den Differential- 
gleichungen. Es sind dies dieselben Reihen, welche in § 5 der Arbeit des 
Verfassers im 48. Bande der Zeitschrift für Mathematik und Physik abgeleitet 
sind. Sie konvergieren, wenn \c x \ hinreichend klein bleibt, für alle Werte 

9 

von l und stellen eine periodische Bewegung mit der Periode dar. 
4. Es sei schließlich 

A; 2 = , ... k m = , 

ährend k m+l ,...k n von Null verschieden seien. Dann wird 

4 !) = ^|C08 u %1 $ ) =0,...a£ ) = 0\ afj l) =*kje- v J o=m + i,...n) 
nd 

4 P) = Sk? #£h . . . Aj» e" ö, *+i r -+ 1+ " ,+p »'» ) • (i4 cos </, ?/, + B sin ^ ?/-,) 

^! = A t 4- •--, a j = fji j -\ — (y=r/i+l, ...n) sind Potenzreihen von k\. Damit 
<lie formale Berechnung der Reihen möglich ist, darf keiner der Quotienten 

eine ganze Zahl sein, und die u müssen die in § 2 angegebene Bedingung 
erfüllen. 

Die Gleichungen 

£. = (.=2,...*,) 

oder 

*;. = Ct . + ... = 0, 



(t = 2,. ..m) 






ergeben c 2 ,...c M ; ci,...ci, als Potenzreihen von c n c m + M ... c n , wenn c[ = 
angenommen wird. Man hat 

x a = -Scf 1 cjjj»+i . .. c£» • e-(*m+i*m+i +•••+»«*»)< (A cos ^, p! f + B sin j, (i t 0; 

hierin sind p x , ;.> m +i, ...p„ positive ganze Zahlen; ^ ist eine positive oder 
negative ganze Zahl, </ w+ i,...?« sind positive ganze Zahlen, welche die 

33* 
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Bedingungen erfüllen: 

i?il<Pi, g.+i + -" + ?.<iWi + •••+#.. 

Die Größen p 1 = A 1 + ---, o m + l = l u m + l -\ — , ••• o n = /Li n -\ — sind Potenzreihen 
von c n c m + u ...c nJ in welchen die linearen Glieder fehlen und die quadra- 
tischen Glieder 
auf einem andej 
erledigt wird.*) 



tischen Glieder von der Form konst. c] sind. Man kann zu diesen Reihen 
auf einem anderen Wege gelangen, auf welchem auch die Konvergenzfrage 



§5. 

Wir wollen nun die von den Integrationskonstanten c, ,...<?«; c[,...c« 
abhängigen Reihen, deren Existenz am Schluß von § 3 nachgewiesen wurde, 
unmittelbar aus den Differentialgleichungen (A.) berechnen. Dabei werden 
die fnther eingeführten Bezeichnungen zum Teil in anderer Bedeutung benutzt. 

Wir setzen 

<=3/i ,) + yl 2) + - + ^ ) + -; 

x ( a p \ y ( / } sind ganze homogene Funktionen p-ter Dimension der Konstanten 

^n • • • c n 5 Ci , . . . c m 
und ti*igonometrische und Exponentialfunktionen von 

U i = Q.t 1 (, = l,...m) 

Dabei ist 

<\=*. + ef +PP + -, 

o, = /'> + «f + of + -, 

iüo q\ p \ o] p) ganze homogene Funktionen p-ter Dimension der n + m Konstanten 
c,c' sind.**) Für t = ist 



*) Nach Analogie von Poincare, Meth. nouv. Bd. I, Kap. 3, 4, 7 (Solutions perio- 
diques, exposants characteristiques, Solutions asymptotiques). 

**) Die Größen q?\ of* sind (vergl. § 3) lineare homogene Funktionen von 

c\ 9 <?* 

c} 4- — c* 4- — 
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Für af*\ y {p) müssen sich (vergl. das Ende von § 3) Ausdrücke von 
folgender Form ergeben: 

tf ) = 2[Aco*(g l u l + --- + q m uJ) + B%\n^ 

tf£> = -2"[>4'cos {q x m, + - + q m uj+ffnn (?, u x + .- + q m O] e" (f -+«'-+» + - + H-b) ; 

darin sind <Z w +i> ••• <7» positive, </i,...</ m positive und negative ganze Zahlen, 
welche die Bedingung 

l * i + "- + i?J + ?*+i + ••• + ?■</> 

erfüllen; A,B, A', B' sind ganze homogene Funktionen jo-ter Dimension der 
c, c\ Unter der Voraussetzung, daß 

»t a , ... 4 a , y a , ... y a , 
Vi 1 •••vi ? u j ? • • • U; 

bereits berechnet sind und die oben angenommene Form besitzen, be- 
rechnen wir 

Wir haben die Differentialgleichungen 

2l°**- + 2 t u J d * a - + 2 9 V d **. + ^af?-*« +... 

i * Ott, j J OCj i ri Ott, > ' Öü, 

i ri öu, j ' atj Ja * 

ß?S p) Bv {p) ßu {p - 2) clu ip -' 2) 

i • oui j ' J dVj i ^ öUi j J ov } 

+ f 9i dm + T° J dcj ~ S « X * + ^«' 
Q a ist eine Summe von Gliedern 

konst. x™ ... jt'r^ (^2,, 1+ ...+# r =p 

wo auch an Stelle zweier Faktoren x die entsprechenden Faktoren y trc 
können. Durch Einsetzung der Ausdrücke für die bereits berechneten Grc 
erhält man 

r *' du, + r^ ör, ~ y « + 

+ ^[3( cos (q x u x + ...) + » sin (q x u x + •••)] ^ (9m+1 r -+i + - } , 
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-A(q m+u u m+ , + ...) + B(q 1 l 1 + ^) = A'+%, 
-A( ?1 A 1 + ...)- J ß(^ +1 // m+1 + -) = 5'+S3; 
-AXq m+1 f m+i + -)+BXq 1 l l + -) = s a A + W, 
- A\q, A, + ..-) - E{q m+l ^„ +I -f .-) = s a B + 33'. 

Durch Elimination von ,4', B' erhält man die beiden Gleichungen 

A[(q m+l fi m+l + -->T-(q 1 ). i + --y-s a ]-2B(q l X 1 + -.--)(q m+lf i m+l + ..-) 

aus welchen sich A, B berechnen lassen, wenn 
von Null verschieden ist. Darin ist 

Der Ausdruck N a kann unter den in § 2 gemachten Voraussetzungen 
nur verschwinden, wenn q a = 1 ist, während die übrigen <? verschwinden. 
Zur Berechnung der in 

.tW = .4 cos m, + B sin «., H — , 
#<"> = J'cos u, + ß'sin », + — 

enthaltenen Glieder mit cos «,- und sin u, dienen die Gleichungen 

BX—A'+Oi, -Ak i = B'+^; 
BX^-l'A + W, -.4% = -/?£ + 3V, 

welche aus den obigen allgemeinen Gleichungen dadurch hervorgehen, daß 
man a = i 1 q i =l 1 die übrigen q gleich Null setzt; 21,33,31',©' mögen jetzt 
das bereits berechnete pi p-1) enthalten. Die erste und vierte Gleichung 

BX t -A' = X, Bli-A'^j-, 

sowie die zweite und dritte Gleichung 



4M-#'=-33, Al ( +5'=f 



Hörn, Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage. 245 

müssen übereinstimmen; infolge der von selbst erfüllten Bedingungen 

reduzieren sich die vier Gleichungen auf die beiden 

zwei weitere Gleichungen ergeben sich aus der Bedingung, daß x\ p \ y\ p) für 
£ = verschwinden. 
Die in 

x} p) = Ae-°J + —, 

y] p) = A'e- v i + — 

enthaltenen Glieder mit e~~*> berechnen sich aus den Gleichungen 

-4^=4'+«, 

wo 31,91' auch das bereits berechnete oj p ~ 1) enthalten. Diese beiden Glei- 
chungen reduzieren sich infolge der von selbst erfüllten Bedingung 

auf die eine 

eine zweite Gleichung liefert die Bedingung, daß xj p) für f=0 verschwindet. 
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Die Biegungs- Invarianten und Ko Varianten 
von gegebener Ordnung, 

Von Herrn J. Knoblauch in Berlin. 



Im 16. Bande der Acta Mathematica (1892) hat Zorawski die Auf- 
gabe in Angriff genommen, für eine gegebene Ordnung der Differentiationen 
die Anzahl der aus einer binären quadratischen Differentialform und einem 
System willkürlicher Funktionen abzuleitenden Ausdrücke zu bestimmen, die 
bei einer beliebigen Änderung der Variabein in die formell gleichgebildeten 
übergehen und dabei so beschaffen sind, daß alle übrigen Ausdrücke der- 
selben Art von ihnen abhängen. Man kann im Zweifel sein, ob die Methode 
der infinitesimalen Transformationen, nach der die Aufgabe dort behandelt 
wird, als zweckmäßig anzusehen ist, wenn man bemerkt, daß ihre Anwen- 
dung schon beim ersten Schritt den eigentlichen Inhalt des der Untersuchung 
zugrunde liegenden Gleichungssystems zerstört (vgl. S. 9 a. a. 0.). Wenigstens 
wird man sie angesichts dieses Umstandes nur dann als berechtigt betrachten 
dürfen, wenn sie besonders einfach zum Ziel führt. Aber das Gegenteil 
ist der Fall; aus dem weitschichtigen Formelapparat, den die Irische Theorie 
mit sich bringt, läßt sich lediglich der Antrieb entnehmen, die interessante 
und wichtige Aufgabe auf einem anderen Wege zu lösen. 

Wie man aber auch über die Behandlungs weise denken möge, so 
bedarf das Problem selbst doch aus dem Grunde einer Neubearbeitung, weil 
die von Zorawski ermittelten Anzahlen an zwei Stellen wesentlich anders 
zu gruppieren sind, wenn die gewöhnliche und für die Anwendungen durch- 
aus zweckmäßige Definition der Unabhängigkeit von Invarianten festgehalten 
wird. Es findet sich nämlich a. a. 0. S. 38 die Angabe, daß für die vierte 
Ordnung sechs von einander unabhängige Biegungskovarianten einer einzigen 
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Funktion vorhanden seien. Nun kann aber die Anzahl unabhängiger Biegungs- 
kovarianten einer gegebenen Ordnung niemals die der partiellen Ableitungen 
derselben Ordnung übertreffen, und diese Anzahl ist für die vierte Ordnung 
gleich fünf. Wenn also in den mir bekannten Arbeiten, die eine Verall- 
gemeinerung oder sonstige Erweiterung der Zorawskischsn Ergebnisse zum 
Zweck haben, der von ihm selbst behandelte Fall als erledigt betrachtet 
wird, so kann ich mich dieser Anschauung nicht anschließen. 

Die folgende Untersuchung bezieht sich, außer auf die Invarianten, nur 
auf die sogenannten Beltramischen Biegungskovarianten. Die Äfindingschen 
Kovarianten, die aus diesen abgeleitet werden können, bleiben unberück- 
sichtigt. Ferner wird gleichzeitig mit der quadratischen Differentialform nur 
eine einzige willkürliche Funktion betrachtet. Diese Beschränkung ist un- 
wesentlich, denn aus den hierbei gewonnenen Ergebnissen lassen sich die 
allgemeinen leicht ableiten, wie auch bei Zorawski auseinandergesetzt ist 

I. 

Von allen Methoden, die man anwenden kann, um die Existenz und 
den gegenseitigen Zusammenhang von Ausdrücken zu diskutieren, die in der 
Deformationstheorie den Charakter von Invarianten oder Kovarianten haben, 
erscheint diejenige am natürlichsten, die sich unmittelbar auf die Grund- 
gleichungen der Theorie stützt und mittels elementarer Operationen zum 

Ziel führt Es sei 

liandaiduj.^A 

i,k 

eine binäre quadratische Differentialform von nicht verschwindender Deter- 
minante. Die Indices i und k nehmen unabhängig von einander die Werte 
1, 2 an. Für die Koeffizienten gilt die Bedingung 

Bezieht man die Form auf zwei neue Variable, die Funktionen der alten 

sind, so möge 

A= 2a lu du x du'=A' 

werden. Die beiden Koeffizientensysteme sind dann durch die drei Trans- 
formationsgleichungen 

(1.) &«= JS a'Jß- p *.»-..« 

v ' " i,u Afi dui ou k 
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Will man auf dem von Casorati betretenen Wege allgemeine Resultate 
gewinnen, so erkennt man bald, daß es sich nicht empfiehlt, die Frage 
nach den Invarianten von der nach den Kovarianten zu trennen. Vielmehr 
wird man zweckmäßig, wenigstens bis zu einer bestimmten Ordnung hin, 
das Gesamtsystem der Gleichungen im Auge behalten, aus denen beide Arten 
von Größen entspringen müssen. 

Es bedeute <p(iii,ih) eine willkürliche Funktion der beiden ursprung- 
lichen Variablen, y(uj, t4) ihren Wert, in den neuen Veränderlichen dar- 
gestellt. Aus 

(4.) 9>K,n 2 ) ==9(^1,^2) 

ergibt sich durch Differentiation eine unbegrenzte Reihe abgeleiteter Glei- 
chungen, zunächst 

(5.) -~ ■ = -Ä 5 J t-ö--. 0-1,2) 

v ' ÖU; A OUx OU{ 

Genügt nun eine Funktion /, die außer den Größen a ik und ihren Ab- 
leitungen auch die Differentialquotienten von <p enthält, einer Gleichung der 
Form (3.), so heißt sie eine Biegungskovariante der Funktion <p. Sie ist 
von der m-ten Ordnung, wenn Ableitungen m-ter Ordnung dieser Funktion, 
aber keine höheren, in ihr vorkommen. Solche Biegungskovarianten müssen, 
ihre Existenz vorausgesetzt, aus den Relationen (1.), (5.) und ihren Deri- 
vierten durch Elimination der Ableitungen der Größen u' folgen. Wo im 
folgenden von Ableitungen ohne weiteren Zusatz die Rede ist, sollen darunter 
stets die partiellen Differentialquotienten von u[ und u? nach u x und u 2 ver- 
standen werden. 

Eine einfache Abzahlung, die schon Casorati vornimmt, gestattet 
wenigstens einen Schluß auf die ungefähre Anzahl unabhängiger Biegungs- 
Invarianten und Kovarianten bis zu einer bestimmten Ordnung hin. Um 
zunächst bei den . Invarianten zu bleiben, so gilt die Bemerkung, daß aus 
jeder der drei Gleichungen (1.) durch die Differentiationen erster Ordnung 
zwei neue hervorgehen, dann drei usw., für die w-te Ordnung m+1. Das 
System (1.) eingeschlossen, hat man also 

8(l + 2 + ... + (m+l)) = ?Ö5±^±^ 

Gleichungen, aas denen 

2(2 + 3 + ... + (m + 2))-(m+l)(tn + 4) 
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Ableitungen der Größen u\ und u f 2 zu eliminieren sind. Diese Elimination 
ist ausführbar, wenn die erste Zahl größer als die zweite, 

0ü + 1)Qü-2) ft 
2 ^ 

ist, also von m = 3 an, und die Zahl auf der linken Seite der Ungleichung 
würde dann, immer unter Voraussetzung der Darstellbarkeit der Resultanten 
in der Form (3.), zugleich die gesuchte Anzalil der Biegungsinvarianten bis 
zur m-ten Ordnung hin angeben. Aber diese Schlüsse gelten, wie Casorati 
selbst hervorhebt, ohne Rücksicht auf die spezielle Natur der Gleichungen 
(l.)i und in der Tat lehrt ja die Theorie des <?ai{/?schen Krümmungsmaßes, 
daß schon für m = 2 eine Biegungsinvariante existiert Hiernach hat es 
zunächst keinen Zweck, solche allgemeinen Erörterungen unter Hinzunahme 
der Gleichung (4.) und ihrer Derivierten auch auf Biegungskovarianten 
auszudehnen. 

Beginnt man die planmäßige Untersuchung mit den Gleichungen (1.) 
für sich allein, so sieht man unmittelbar, daß es nicht möglich ist, die vier 

fS J CS I fS-J pS J 

partiellen Ableitungen --— , -5-^, -5— - , ~— - aus ihnen zu eliminieren. Es gibt 
also sicher keine Biegungsinvariante der Ordnung Null. 

Die Hinzunahme der Gleichung (4.) führt nicht weiter, es existiert 
also auch keine Biegungskovariante 0-ter Ordnung. 

Nimmt man dagegen, ohne vorerst über die Differentialquotienten erster 
Ordnung der Größen 11 hinauszugehen, die Gleichungen (5.) hinzu, so kann 
man die Elimination der vier Ableitungen aus dem System der fünf Gleichungen 
(l.),(5.) ausführen. Dabei ergibt sich das Resultat in sehr übersichtlicher 
Form, wenn beachtet wird, daß aus (5.) das System 

^ *' dui du k iipdu'x du' M dui du k 

hergeleitet werden kann, und daß umgekehrt diese drei Relationen auf (5.) 
zurückführen. Es sind die Transformationsgleichungen für die quadratische 
Differentialform 

2 3^- 3-^- d u i d> u k = dq> 7 . 

i,k OUi öu k x 

Ihre Zusammenstellung mit (1.) liefert die Invarianz (im algebraischen Sinne) 

• 7 > y dq>^ d^__ T , dq> öy 

V' } ?> * dui du k - xt k " du[ du'p 
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als Resultat der Elimination der Ableitungen aus (1.) und (6.) oder (1.) und 
(5.). Es bedarf kaum der Erwähnung, daß von der zweiten algebraischen 
absoluten Invariante des Formenpaares (A, rfy 2 )hier wegen des Verschwindens 
der Determinante von dcp 2 nicht die Rede ist. D. h. es gibt eine Biegungs- 
kovariante erster Ordnung, die keine Ableitungen der Größen a ik enthält, 
nämlich die Größe 

zi /a j 2\ v dg> v f P " K cuS 12 du. du- "^ou^ 
H a (A, da?) — Za^ vr-- ■- jt- = ' ! — ~ '— . 

Sie ist mit dem Zk/frarmschen Differentialparameter erster. Ordnung der 
Funktion cp in bezug auf die Form A identisch, so daß man die Gleichung 
(7.) auch schreiben kann: 

(8.) J\<p=J\,y. 

Behufs Einführung der Ableitungen zweiter Ordnung der Größen u' 
differentiieren wir jetzt die Gleichungen (1.). Vermöge der dabei ent- 
stehenden 2.3 Formeln 



(9.) 



können die sechs partiellen Ableitungen zweiter Ordnung als explizite Funk- 
tionen der ersten Differentialquotienten dargestellt werden. Die Koeffizienten 
dieser Darstellung sind die jetzt so genannten C/wistoffefachen Verbindungen 
aus den Koeffizienten der Form A und ihren ersten Ableitungen und die in 
gleicher Weise aus den Koeffizienten von A' gebildeten Ausdrücke. Man 
kann diese einfache und wichtige, von Christoffel a. a. 0. bewiesene Tat- 
sache auf dem landläufigen Wege der Auflösung der Gleichungen (9.) dartun, 
ohne einen Kunstgriff anzuwenden oder auch nur den invarianten Charakter 
der dabei auftretenden Gleichungen von vornherein ins Auge zu fassen. Es 
genügt, dazu folgendes zu bemerken: 

Vertauscht man, unter Benutzung der Gleichung d Ml = d kf4 , auf der 
rechten Seite von (9.) k mit fi in der ersten Summe, so erhält man dafür 

y. t du„ d'u'i 



da ik __ v , dui d'u H 
du t *,« Xf4 dui dukdui 


Vfl' du * d ' u * 




, v daiy du\ du u du r 
i,%r du' r dui du k du t 
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Um sodann eine der beiden Summen, die sich auf die zweiten Ableitungen 

von u' x beziehen, zu isolieren, wird man der Formel (9.) diejenigen an 

die Seite stellen, die aus ihr durch Vertauschung von i mit l und 

von k mit l hervorgehen, also links -*— und -J^. enthalten, und hierauf 

die Verbindung -J^ + -J^. — -^ bilden. Nach einer Vertauschung von l mit v 
in der ersten, u mit v in der zweiten der drei dreifachen Summen auf der 
rechten Seite der entstehenden Gleichung, und nachdem zur Abkürzung 

^ lVm) 2 Vöt«, + du k ~~ du { ) ~~ L l J 

und entsprechend 

1 (da' H y da\ v da'i^ __ [*!"]' 
2\du x + ö«; du'yS L v J 

gesetzt ist, erhält man die Formel 

(11 } \ ik \=2d du " d * u ' k 4- JE [^T^i ?!fk^!i 

^ *' L / J a,m Xfi ÖUi dUiÖUk A,^i,yL y J Ott, ÖW* Ott/ * 

Die zweiten partiellen Ableitungen ergeben sich nunmehr einzeln mittels 

o r 

elementarer Relationen der Determinantentheorie. Wird ^ mit s ki bezeichnet, 

o u { M 7 

und ist a pq die in der Determinante 1^,!=^ zu dem Element s pq gehörige, 
durch s selbst dividierte Unterdeterminante, hat ferner, wie schon in der 
Gleichung (7.), <* pq dieselbe Bedeutung flir a f w betrachtet als Element der 
Determinante a', so liefert die Multiplikation von (11.) mit «^a^ und 
Summation über q und / die Gleichungen 

Vermöge der aus (1.), nämlich 

folgenden Transformationsgleichungen für die Größen a a , 

wird nun 
und demnach 



i $/i* • 
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Setzt man also noch 

(13.) *«.-['«*]-{"}. 

so kann man die ans (11.) abgeleiteten Gleichungen, nachdem man die 
partiellen Ableitungen erster Ordnung als solche wieder eingeführt hat, in 
der Form schreiben: 

^ "' duiduk ¥ \v)du v i,n\h\ du t du k ' 

Dies sind die Christoffehchen Formeln. Sie bleiben bei einer Vertauschung 
der Differentiationen nach u x und u k ungeändert. 

Die Tatsache, daß die Gleichungen (9.) in die Form (14.), und um- 
gekehrt, übergeführt werden können, läßt am deutlichsten hervortreten, daß 
es nicht möglich ist, die Differentialquotienten zweiter Ordnung der Variablen 
u' zu eliminieren. Man kann also auch keine Relation zwischen den 
Größen a ik1 a' Xft und ihren ersten Ableitungen herstellen, d. h. es gibt keine 
Biegungsinvariante erster Ordnung. 



IL 

Anders verhält es sich für die nächste Ordnung, bei der die Anzahl 
der abgeleiteten Gleichungen die der hinzutretenden Ableitungen um eine 
Einheit übertrifft. Denn aus I (1.) entstehen 3.3 Derivierte zweiter Ordnung, 
während 2.4 Differentialquotienten dritter Ordnung der Größen u' vorhanden 
sind. Wenn also diese bei der Elimination nicht etwa gruppenweise weg- 
fallen, so entsteht eine neue Gleichung, die sich nach Entfernung der zweiten 
Ableitungen mittels der Gleichungen I (14.) als eine Relation zwischen den 
ersten und zweiten Differentialquotienten der Formenkoeffizienten a a und a' Xfl 
und den ersten Ableitungen der Variablen u' darstellt. Diese Relation ist 
dann mit den bereits vorliegenden behufs Elimination der letztgenannten 
Größen zusammenzustellen. 

Die Operationen, die man zur wirklichen Ausführung der Elimination 
vorzunehmen hat, bleiben am übersichtlichsten, wenn man von den Glei- 
chungen I (9.) ausgeht, ohne mit diesen eine andere Umformung vorzunehmen 
als die vorhin zuerst angedeutete, die auf 
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dan 
d 



flj* _ y t ( du' H d'u'x du^ d'u'x \ ^ daj^ du\ du^ du', 
U/""^,^ Xf * ^dui duudui du k duidu t ' i, f *,v du' y du* du k du t 



führt. Differentiiert man nach u m and faßt das Bildungsgesetz des ent- 
stehenden Ausdruckes in bezug auf die Ableitungen dritter Ordnung ins 
Auge, so übersieht man auf den ersten Blick, daß man das vollständige 
Resultat der Elimination dieser Größen, auch für n>2, dadurch erhält, 
daß man 

d 2 a ü d*a km d*a ih d*a lm 



du k du m duidui du x du m duidu k 

bildet. Hierbei treten Glieder von verschiedener Gestalt auf, und zwar 
zuerst solche, die in den zweiten Differentialquotienten der Variablen v! von 
der zweiten Dimension sind und sich in der Form 

u'i ÖVJ, d*ui d% 



1 i,n l,I ^duidu k duidui duidui du k du m ' 



darstellen. Ersetzt man die Ableitungen durch ihre Werte aus den Christoffel- 
schen Formeln, so erhält man hieraus folgende Gruppen von Ausdrücken: 

= 2 :?MfX1-lX°1) 

nach Benutzung der Gleichungen 1(1.); 

xr> n a,T,i,//,r, ? aT M (T J l T J Vo) l T ) ' OUi OU k Ott/ ÖUm 

ö,T,A,/#,/,e V U J 1 1 J UJ Li J/ dui ou k oui ou m 
bei Anwendung der Relationen I (13.) oder der mit ihnen gleichbedeutenden 

die in gleicher Weise für die transformierten Größen gelten. 

Eine dritte Gruppe enthält die Christoffeischen Verbindungen sowohl 
aus den Koeffizienten a ik wie aus den transformierten Größen a' lfi zusammen- 
gesetzt. Dieses Aggregat hebt sich aber gegen eines, das aus den in den 
zweiten Ableitungen linearen Gliedern hervorgeht, welche sich in der Form 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 4. 36 



256 Knoblauch, die Biegungs -Invarianten und Kovarianten von gegebener Ordnung. 



a,yi/,yl- 1 J ^oui öu m aui 



d*u{ du» dui d % u{ 



+ 



duk dui du k du t du m 

du'u dui d % u[ du' u du* d*ui \ 

duk du m du,dui du ( du t du k du m ' 

schreiben lassen. Ans diesen Gliedern erhält man außerdem noch ein 
Aggregat: 

(C.) 4JS «U(HP^ 

v ' ff,T,A,//,y, P ffT ^(jJ LrJ LaJ LfJ/ dui äu k du x ou M 

Endlich können die Glieder, in denen die zweiten Ableitungen der Größen v! 
von vornherein nicht vorkommen, in die Summe 

(T)} 2. ( d' a * y | ^ a U d * a *-n d * a *9 \ du i du '* du * öu e 

^ *' i y fi,r y Q^du'pduQ du{ dui dui du' 9 dui du'p' du { du k du t du m 

zusammengezogen werden. Nachdem man noch (B.) gegen einen Teil von 
(C.) gehoben hat, läßt sich die durch Elimination der zweiten und dritten 
Ableitungen entstehende Gleichung in die Form 

(i.) (1111«)= ^ o>Qi**y ^L^k^pi 

v J K J *,A*,»',e v ' du { du k dui du m 

setzen, wo 

(2.) 



(imkl) = l ( B%au + d ' akm — 3 ' aa — a ' fl< " ") 
^ ' 2^du i du m du t dui du t dum duidtit' 



♦j^MX)-» 



ist und (Iquv)' für die transformierten Größen die entsprechende Bedeutung 
hat. Man kommt also auf diesem natürlichen Wege der Elimination der 
höheren Ableitungen von selbst auf die ÄiWnanwschen Größen (im kl) und 
zu der aus den Gleichungen I (1.) folgenden Kovarianz 

(3.) 2 (imkl) dUidutbUfdu^ 2 (Iq/iv) 9 du[du^u 9 v du f v 

Für die uns hier allein interessierende Annahme n = 2 lassen sich bekannt- 
lich die Koeffizienten (im kl) der Riemannschen Kovariante auf eine einzige 
Größe zurückführen, für die man (1212) nehmen kann. Das System (1.) 
reduziert sich auf die eine Gleichung 

(4.) (1 2,2) = (1212y(|i|i-§H»|i)', 
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zweiter bis vierter Ordnung setzen kann. Die Anzahl der Derivierten dritter 
Ordnung ist gleich 3.4, die der neu hinzukommenden Ableitungen vierter 
Ordnung gleich 2.5. Es werden also zwei Resultanten existieren, aus denen 
noch die zweiten und die unter der Voraussetzung II (6.) ebenfalls eindeutig 
bestimmten dritten Ableitungen der Größen u f zu entfernen sind. Bildet 
man nun in den dritten Derivierten der Transformationsgleichungen die 
Glieder, die die höchsten Ableitungen der Variablen enthalten, so bemerkt 
man sofort, daß man solche Differentialquotienten. nur durch Herstellung der 
Verbindungen 

d'a „ 1 3'q,, 1 d'a„ 

du] du, 2 du, du] 2 du\ ' 

d*a x% 1 d'q n 1 d z a„ 

du x du\ 2 du\ 2 du\du % 

eliminieren kann. Die Form dieser Ausdrücke lehrt zugleich, daß die beiden 
so entstehenden Resultanten von einander unabhängig sind. Die Ausdrücke 
selbst stimmen mit den Ableitungen -J^ und ~- überein, die auch auftreten, 
wenn man II (6.) nach u x und u* differentiiert, also 
/1 v dK „die dui 

v ' OUi A OU{ OUi 

bildet. Da nun endlich diese Gleichungen auch aus I (1.) durch fortgesetzte 
Differentiationen hervorgegangen sind, Ableitungen zweiter und dritter Ord- 
nung aber nicht enthalten, so müssen sie, wie auch Casoraii bemerkt, mit 
dem Resultat der Elimination aller Ableitungen der Größen u\ bis auf die 
der ersten Ordnung, aus dem Gesamtsystem der bis jetzt betrachteten Deri- 
vierten äquivalent sein. Die vier ersten Differentialquotienten sind schließlich 
aus den fünf Gleichungen (1.) und I (1.) zu eliminieren. Und da die Glei- 
chungen (5.) des § I für (p = K, 7p = K' in die obigen (1.) tibergehen , so 
ergibt sich aus dem dort bemerkten, daß sich das Eliminationsresultat in 
die invariante Form 

Za MM = ^ a ' dK ' dK ' 
;,* tk dui du k i,/4 Xfi du' k du'u 

oder 

(2.) J\K=J\,K' 

setzen läßt D. h. es existiert eine Biegungsinvariante dritter Ordnung, der 
Differentialparameter erster Ordnung der Gauß&chen Invariante. 
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Bis jetzt ist also folgendes festgestellt: Aas den drei Transformations- 
gleichungen I (1.) und ihren 6 + 9 + 12 Derivierten erster, zweiter und dritter 
Ordnung, zusammen 30 Gleichungen, die 4 + 6 + 8 + 10 = 28 Ableitungen 
der Größen v! enthalten, ergeben sich durch deren Elimination, soweit eine 
solche möglich ist, so viele Resultanten wie theoretisch existieren können, 
nämlich zwei. Es sind die Gleichungen II (6.) und die eben aufgestellte (2.). 
Eine von ihnen, die erste, resultiert schon durch Elimination der Ableitungen 
erster bis dritter Ordnung aus den Transformationsgleichungen und ihren 
ersten und zweiten Derivierten, obgleich die Anzahl der Ableitungen und die 
der Gleichungen übereinstimmend gleich 18 ist. Daß trotzdem, wenn man 
einen Schritt weiter geht, nicht 12 — 10 = 2 neue Resultanten hinzukommen 
tonnen, sondern nur eine, wird noch deutlicher, wenn zuerst das System 
der 27 Derivierten für sich betrachtet und aus ihm die 24 Differential- 
quotienten zweiter, dritter und vierter Ordnung eliminiert werden. Von den 
drei Resultanten, die dann noch die ersten Differentialquotienten enthalten, 
ist eine mit II (4.) identisch, während die zwei anderen mit den obigen 
Gleichungen III (1.) übereinkommen. Daß dann II (4.) mit I (1.) allein, 
ohne Hinzuziehung von III (1.), eine Resultante liefert, liegt eben daran, 
daß in der erstgenannten Gleichung die Ableitungen nur in der Verbindung 
r\ " '; vorkommen, für die auch aus I (1.) eine im übrigen nur die Größen 
a ik und a' lfx enthaltende Gleichung, nämlich I (2.), hergestellt werden kann. 

Um nun zu den Biegungskovarianten zurückzukehren, müssen wir 
vor allem die beiden Gleichungen I (ö.) mit denen zusammenstellen, die 
nach Elimination der höheren Differentialquotienten die ersten Ableitungen 
noch enthalten. Nach Erledigung der Gleichung II (4.), die auf die In- 
varianz II (6.) geführt hat, waren dies die Gleichungen I (1.) und III (1.), 
die mit I (5.) zusammen 7 Relationen liefern. Zwei der drei Resultanten, 
die aus ihnen durch Entfernung der vier Ableitungen erster Ordnung hervor- 
gehen, sind bereits aufgestellt worden, nämlich I (8.) und III (2.). Was 
noch fehlt, ergibt sich in der für den vorliegenden Zweck brauchbarsten 
Gestalt, wenn man beachtet, daß aus I (5.) und III (1.) die Formeln 

&£ dK = dy 6K f du{ du}, 
diii dujt x,m9u{ du'p dui du k J 

also die Transformationsgleichungen für die quadratische Differentialform 
dq> dK, abgeleitet werden können, und wenn man dann die beiden absoluten 
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simultanen Invarianten des Formenpaares (A, dcp dK) bildet. Eine von ihnen, 

stimmt mit dem Beltramhchen Zwischenparameter J a (cp,K) ttberein, die 
andere steht in unmittelbarem Zusammenhange mit der Funktionaldeter- 
minante der beiden Funktionen cp und K, deren Kovarianz natürlich auch 
aus I (5.) und III (1.) selbst ohne weiteres "abgelesen werden kann. Man 
erhält also auf diesem Wege die beiden Kovarianzen 

(3.) J a (y,K)=^(<f>,K'), 

(4.) D a (cp,K)=J at &,K'), 

die aber mit I (8.) und III (2.) zusammen wegen der Relation 

(5.) DX<P,Kr=J\<p.J\K-J a (cp,Ky 

nur drei unabhängige Gleichungen liefern. 

Der Zwischenparameter der willkürlichen Funktion cp und der spe- 
ziellen Funktion K gewinnt hier eine besondere Bedeutung. Er erscheint 
als Biegungskovariante erster Ordnung von y, deren Koeffizienten freilich 
Ableitungen der Formenkoeffizienten a ik bis zur dritten Ordnung hin enthalten. 

Da nun die Ableitungen von cp in 4,(y, K) und D a (cp y K) linear vor- 
kommen, in 4\ cp dagegen in der zweiten Dimension, so ist es zweckmäßiger, 
die Gleichungen (3.) und (4.) zusammen beizubehalten und dafür die zuerst 
gefundene Kovarianz I (8.) wegzulassen, anstatt zu dieser eine der beiden 
neuen Gleichungen hinzuzunehmen. 

Von der Form der Biegungskovarianten erster Ordnung abgesehen, 
ist das Hauptergebnis dieser Untersuchung, daß ebenso viele unabhängige 
Kovarianten wie Ableitungen der Funktion cp existieren. Es steht zu er- 
warten, daß diese Übereinstimmung in der Anzahl für jede beliebige Ordnung 
gelten wird. Für ?n = 2 sind 

D a (J\cp,K) und J a (J l a cp,K) 

Biegungskovarianten. Zu ihnen tritt der Beltrami&che Differentialparameter 
zweiter Ordnung. Von dem hier eingenommenen Standpunkt aus erscheint 
er als simultane Invariante der Form A und ihrer Chrtstoffehchen Kovariante 
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deren Koeffizienten durch die Ausdrücke 

definiert sind und deren Kovarianteneigenschaft, wie bekannt, unmittelbar 
aus den Formeln I (14.) folgt. Es ist 

(7.) ^y = 3«*y«=#.(A,40. 

Um von diesen drei in den Differentialquotienten 

d*q> d*q> d*q> 

du] 1 5w,ött 8 ' du] 

linearen Biegungskovarianten zweiter Ordnung aus weiter vorschreiten zu 
können, hat man nur zu beweisen, daß sie hinsichtlich der drei Ableitungen, 
oder wegen deren eindeutiger Beziehung zu den Koeffizienten der Christoffel- 
sehen Kovariante 

<Pm 9l2? «SP«) 

hinsichtlich dieser Größen von einander unabhängig sind. Nun erhält man, 
wenn man 



1 / dq> dq>\ 

1 / dm dw\ 



setzt and diese Bezeichnung auch für cp = K benutzt, 

2 

4» (^1 <p , K) = - [<p2 K* <Pn - (spi K 2 + (p 2 K t ) <p n + (f x K x <p n ] , 

Die Determinante dieser drei Ausdrücke in bezug auf <p u , y 12 , <p 2i hat den Wert 



«* 



ist also von Null verschieden. 
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IV. 

Angenommen min, es gebe für die (m — l)-te Ordnung m von einander 
unabhängige Biegungsko Varianten der Funktion y, die in bezug auf die 
m Ableitungen 



a tt «-i— V » 






linear sind. Sie mögen mit F x ,...F m bezeichnet werden, und es sei 

der Teil von i^, der die höchsten Ableitungen enthält Die Unabhängigkeit 
der Funktionen F findet darin ihren Ausdruck, daß die Funktionaldeterminante 
von F u ...F m in bezug auf die Ableitungen (m — l)-ter Ordnung, also die 
Determinante 



:U = l 



0*,r=l,...m) 



nicht Null ist. Ersetzt man in D fl (y, K) und 4 a (!f'% K) die Funktion y durch 
solche Biegungskovarianten, so bekommt man neue Kovarianten, und zwar 
von der m-ten Ordnung. Wir substituieren sämtliche Größen F H der Reibe 
nach etwa in D a (cp,K) und nehmen für eine von ihnen, F l} den Ausdruck 
d a ((p,K) hinzu. Wird 

gesetzt, so ergibt sich nach einer Rechnung, die nicht im einzelnen beschrieben 
zu werden braucht, für die Funktionaldeterminante von 

4,(F lf K), D m (F u K), ... D a (F m , K) 

in bezug auf die Ableitungen 

V ? H* j • • • H* 



der Wert 



«7 21| a'l l2 +ß'! ku ...a'l Xm +ß'! Xim _ l , ß'! lm 
ccl lu al l2 +ßl ll ,...al lm +ß! itm _ l , ß l lm 



l« Li, « Ll + ß Lll ••• « Lm + ß k f — lf ß L 
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oder ausgerechnet 

-(«/?'-/?<*') l(l kl ß- l -l»ßr- 2 a+ J«/^ «'-••• + (- lr- 1 /*.«" 1 - 1 ). 

Von den drei Faktoren ist der erste, aß'—ßa\ gleich ^ ^ ! Ä', also nicht 
Null. Der zweite, /, ist der Annahme nach von Null verschieden. Der 
dritte kann sicher nicht für jeden Wert von l aus der Reihe l,...w ver- 
schwinden, weil sonst die Determinante der m in den m Potenzen und 
Potenzprodukten ß m "\ — /i w_2 of, /? m ~ 3 rc 2 , ... homogenen linearen Funktionen 
gleich Null sein müßte. Diese Determinante hat aber den Wert /. 

Da es nun für m = 2 drei unabhängige Biegungskovarianten von der 
vorausgesetzten Beschaffenheit gibt, so ist hiermit bewiesen, daß auch für 
eine beliebige Ordnung m die Anzahl der Biegungskovarianten die Zahl m 
um eine Einheit übertrifft. 

Nun handelt es sich endlich noch um die Anzahl der Biegungs- 
invarianten für eine beliebige Ordnung. 

Setzt man in D a ((f>,K) und d a ((p,K) 



V> 



= J\K 



ein und nimmt J 2 a K hinzu, so bekommt man drei Biegungsinvarianten vierter 
Ordnung, die von einander unabhängig sein müssen. Zwar genügt hierfür 
nicht ohne weiteres die vorhin bewiesene Unabhängigkeit der drei Größen 
in bezug auf die zweiten Ableitungen von K, weil K nicht, wie y, eine 
willkürliche Funktion ist Aber die vierten Ableitungen der Formen- 
koeffizienten kommen nur in den Verbindungen -.-4, •*> £-i ^; vor > un <* 
diese können aus den drei angenommenen Biegungsinvarianten nicht eli- 
miniert werden. Ebensowenig ist die Elimination der höchsten Ableitungen 
möglich, wenn man nach dem oben für cp auseinandergesetzten Verfahren 
aus den 3 Invarianten 4. Ordnung 4 neue von der 5. Ordnung und sukzessive 
m von der (m+l)-ten Ordnung herleitet. Nur bleibt eben deshalb, weil 
die Verbindung p, auf die sich diese Schlüsse stützen, bloß bestimmte Ab- 
leitungen 2. Ordnung enthält, die Frage offen, ob es nicht noch andere, von 
den auf diesem Wege gefundenen unabhängige Invarianten gibt. Daß dies 
nicht sein kann, lehrt die Zusammenstellung der bisher ermittelten Gesamt- 
anzahl der Biegungs -Invarianten und Ko Varianten mit der theoretisch zu 
erwartenden Anzahl aller Resultanten; nach Erledigung der Spezialfälle in 

Journal für Mathematik Bd. 131. lieft 4. 37 
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den vorhergehenden Abschnitten ist diese Vergleichung geeignet, eine Einsicht 
zn vermitteln. 

Die Anzahl der aus den Transformationsgleichungen I (1.) hervor- 
gehenden Derivierten bis zur (m — l)-ten Ordnung ist 

3(l + 2 + ... + m)= 3m( ™ + 1) . 

Die Gleichung (p(u u v^)==<p(it! u uZ) läßt mittels der Differentiationen bis zur 
m-ten Ordnung 

2 + 3 + ... + (m+l) = w ^M^ 

Gleichungen entstehen. Aus der Gesamtheit dieser m(2m + 3) Relationen 
müssen alle Invarianzen bis zur (m — l)-ten Ordnung und alle Kovarianzen 
bis zur m-ten Ordnung durch Elimination der Ableitungen der Größen u' 
bis zur m-ten Ordnung folgen, deren Anzahl ist 

2(2 + 3 + - + (rn+l)) = m(m + 3). 

Die Differenz der beiden Zahlen ist gleich m 2 ; sie gibt auch, wie aus unseren 
Ergebnissen leicht zu folgern, die Anzahl der Resultanten wirklich an. 
Andererseits sind 

2 + 3 + ... + (m+l) = ^t^ 

Biegungskovarianten 1. bis m-ter Ordnung und 

l + l + 3 + 4+... + (m-2) = ^^ 

Biegungsinvarianten 2. bis (m — l)-ter Ordnung gefunden worden. Da die 
Gesamtanzahl m 2 mit der der Resultanten übereinstimmt, so ist die ermittelte 
Anzahl unabhängiger Biegungsinvarianten vollständig. 

Das Endergebnis ist hiernach, daß eine Biegungsinvariante 2. Ordnung, 
eine 3. Ordnung und für m>3 m — 1 unabhängige Biegungsinvarianten 
m-ter Ordnung existieren, während die Anzahl unabhängiger Biegungs- 
kovarianten für jede Ordnung m gleich m+1 ist. 

Berlin, Juli 1905. 
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Über die arithmetische Reihe. 

Von Herrn Michael Bauer in Budapest. 



Im folgenden soll ein einfacher, wenn auch nicht elementarer Beweis 
der Tatsache gegeben werden, daß die Reihe n#— 1 anendlich viele Prim- 
zahlen enthält. (Die Zahl n ist eine beliebige positive zusammengesetzte 
Zahl.) Der Beweis stützt sich auf die von Lejeune Dirichlet in seiner Habili- 
tationsschrift gegebenen Sätze. 

I. 

1. Eine positive Primzahl p ist ein Primteiler der Form 

(1.) *(^) = e ü ^ + c 1 ^- 1 + - + e m , 

wenn die Kongruenz 

*(s) = (mod. p) 

eine rationale ganze Wurzel besitzt Nun werden wir den folgenden Hilfs- 
satz beweisen. Haben die Primteiler der Form (1.) — mit einer endlichen 
Anzahl von Ausnahmen — die Gestalt at+1 und besitzt die Gleichung 

(I.) 4>(z) = 

eine reelle Wurzel, deren Multiplizität ungerade ist, dann sind unter den Prim- 
teilern unendlich viele vorhanden, welche = — 1 (mod. a) ausfallen. 

2. Wenn die Gleichung (I.) die angegebene Eigenschaft hat, so kann 
eine rationale Zahl 

1=5-, Ä>0 

(r, R ganz) 

37* 
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gefunden werden, für welche 



*»*(£)«> 



ist, eine Tatsache, welche noch in der folgenden Weise ausgedrückt werden 
kann. Die Form 

(2.) V(z) = c ** + c l R2r- l + -..+ c m R" 

besitzt die Eigenschaft: 

(2*.) V(r)<0. 

Die Untersuchung der Primteiler wird sehr einfach, wenn wir noch die Form 

(30 H(z) = ^-^ + ^-^H i) z- + H l ^ + ... + H m 

einführen, deren Koeffizienten rationale ganze Zahlen sind und den Bedin- 
gungen 

(3*.) ff„>O f #„ — 1 

genügen. 

3. Die Primteiler der Form H sind auch Primteiler der Form V. 
Wie aber aus der Identität 

(J.) CvtzRF + c^zKr- 1 *-.-^ 

hervorgeht, sind die gegen R relativ primen Primteiler der Formen V und * 
identisch; infolgedessen haben die Primteiler der Form H — mit einer end- 
lichen Anzahl von Ausnahmen — die Gestalt at±\. Es sei Q das Produkt 
der Ausnahmezahlen. Dann besteht für eine genügend große Zahl z die 
Relation 

(4.) 0<H(aQT?)==:-l (mod. aQT), 

in welcher T eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist. Aus (4.) 
tritt der Hilfssatz in Evidenz. 

II. 
1. Es sei 

F n (z) = 

die Gleichung der >*-ten primitiven Einheitswurzeln, dann ist 
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eine ganze, ganzzahlige Form ihrer Argumente. Es bedeutet q>(n) das 
bekannte Euler&che Zeichen. Nun hat Kronecker*) den folgenden Satz 
bewiesen, dessen spezielle Fälle schon von Dirichlet in der genannten Schrift 
entwickelt sind. 

Ist q ein Primteiler der Form 

(1.) G„(«,,), 

welcher gegen n and s relativ prim ist, so hat man 

wo (-) das Legendresche Zeichen bedeutet Der jKro?iecfcer$6he Beweis ist 
elementar, er ist sogar im Bereiche der rationalen Zahlen und . Formen 
geführt.**) 

2. Nun kann unser Beweis sehr leicht geführt werden. Die Wurzeln 
der Gleichung 

(2.) G u (x,s) = 

sind die Zahlen 



(2*.) V7 



* + i 



wo p eine primitive n-te Einheitswurzel bedeutet. Wird also s negativ 
gewählt, so hat (2.) reelle einfache Wurzeln und so besitzt die Form 

(1.) G u (x,s) 

nach dem vorhergehenden unendlich viele Primteiler von der Gestalt nt— 1. 
3. Der Beweis kann noch anders geführt werden. Wählen wir s = — 1 T 
dann muß nur gezeigt werden, daß (1.) unendlich viele Primteiler von der 
Form 4£ — 1 besitzt. Nun haben aber die ungeraden Primteiler irgendwelcher 
Form die Gestalt 4l+l; da außerdem die Gleichungswurzeln einfach und 
reell sind, folgt die zu beweisende Tatsache. 



*) Über die arithmetischen Sätze usw. Berliner Sitzungsberichte 1888, S. 417 

— 423. Die fraglichen Formen wurden vielfach untersucht. 

**) In der genannten Arbeit ist nicht explizit angeführt, daß q relativ prim 
gegen 8 ist. Die Zahl « ist kein Quadrat. 
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Über eine Differentialgleichung der Störungstheorie. 

Von Herrn P. Bohl in Riga. 



1. Die Differentialgleichung 
(1.) -jp = (— n 2 + b cos t) x (n,b sind Konstanten) 

sowie die allgemeinere 

d*x 
(2.) ~di f==( PdO' x (y(0 * 8t e * ne periodische Funktion) 

spielen in der theoretischen Astronomie eine wichtige Rolle. Es gibt des- 
halb eine große Zahl von Arbeiten, welche sich mit diesen Gleichungen 
beschäftigen. Der Untersuchung kommt dabei der Umstand zu statten, daß 
die allgemeine Form des Integrals der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen mit periodischen Koeffizienten entnommen werden kann. 

In seiner Abhandlung*) „Beitrag zur Integration der Differential- 
gleichungen der Störungstheorie* behandelt Lindstedt die Gleichung 

(3.) |£ + (n»-2y 1 )*=* P .. 

wobei !Pi und l F Aggregate aus rein periodischen Gliedern von der Form 

!P' l = /9 1 co8(A I *+6 I ) + /? 2 cos(V + & 2 )..., 
V = «! cos (k x t + a t ) + ce 2 cos (k % t + aj) ... 

bedeuten. „Wegen der großen Wichtigkeit" der Differentialgleichung (3.) 
führt er das Integral derselben „bis auf Glieder vierter Ordnung in bezug 

*) Petersburg 1883, S. 17. 
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auf die Koeffizienten in *F und !Pi a an. Die Methode Lindstedtü ist eine 
bloß formale; dieser Umstand nimmt derselben jedoch bekanntlich keines- 
wegs allen Wert Eine Verallgemeinerung der Gleichung (3.) wird im 
zweiten Bande des Poincareachen Werkes „Les m&hodes nouvelles de la 
mlcanique c&este"*) betrachtet Es findet sich daselbst auf S. 283 die 
Gleichung 

(4.) ^ + *-/C0=»(0 

„oh f(f) et <p(f) sont des fonctions de t d^veloppables en s£ries trigono- 
m&riques.***) Vorher hat Poincare eine Gleichung behandelt, die in der 
Hauptsache mit der reduzierten Gleichung (3.) übereinstimmt***) Es ist 
dies die Gleichung 



(5.) 



1=3 1 

[A^a^ßi sind Konstanten; die a< sind unter 
einander nicht kommensurabel]. 



Indem Poincare sich auf den vorher von ihm behandelten Fall eines 
periodischen <p(f) bezieht, bemerkt er folgendes bezüglich der Gleichung (5.): 
„Dan 8 ce cas, les proc£d£s pr£c£dents sont encore applicables, mais les 
s£rie8 auxquelles on parvient ainsi, et qu'on peut ordonner suivant les 
puissances de fi } ne sont plus convergentes, de sorte que ces proc&L& n'ont 
plus d'autre valeur que celle que peut poss^der, d'apräs le Chapitre VIII, 
toute m&hode de calcul formell 

Aus dem Gesagten erhellt, daß die Frage nach der allgemeinen 
Formt) des Integrals der Gleichung (4.) ein nicht geringes Interesse bean- 
spruchen darf. Eine besondere Beachtung verdient dabei der Fall, in 



*) Paris 1893, S. 283. 

**) Diese trigonometrischen Reihen können die Vielfachen mehrerer t proportio- 
nalen Argumente enthalten. 
***) a. a. 0. S. 277. 
f) Dieser Ausdruck wird hier in ähnlichem Sinne gebraucht wie in der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten. 
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welchem jede Lösung der Gleichung (4.) zwischen endlichen Grenzen liegt 
Unter dieser Voraussetzung unternehme ich es, in meiner Abhandlung die gestellte 
Frage zu beantworten. Was die außerdem noch möglichen Fälle betrifft, so 
sind die bei ihrer Untersuchung von mir gefundenen Resultate nicht voll- 
ständig, und ich verzichte vorläufig auf ihre Besprechung. 

2. Ich gehe nun zur Mitteilung der im folgenden entwickelten wesent- 
lichsten Ergebnisse über, ohne damit den Inhalt meiner Abhandlung zu er- 
schöpfen. 

Vor allen Dingen wird es nötig sein, die Voraussetzungen bezüglich 
der Funktionen f(t) und <p (t) genauer zu präzisieren. Wir sagen, eine 
Funktion ip(f) sei in eine für alle t gleichmäßig konvergente trigonometrische 
Reihe entwickelbar, wenn ip(t) durch eine für alle t gleichmäßig konver- 
gente Reihe u x + u 2 + Uz-\ — dargestellt werden kann, wobei die w-Glieder 
ganze rationale Funktionen von 

int . 2nt 

cos — , sin - (.*,=!, 2,...«) 

(«u a 2 , ... a m bedeuten m von Null verschiedene Konstanten) 

sind. Der Kürze wegen sagen wir in diesem Falle auch, %p(J) sei eine im 
weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden « M « 2 , ... « m . f(f) und 
(p(t) seien im weiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden 
a n #27 ... tf m ; wir setzen ferner, wie schon angedeutet, voraus, daß jede 
Lösung der Gleichung (4.) zwischen endlichen Grenzen liegt 

Die allgemeine Lösung der Gleichung (4.) kann man dann in der Form 



> f Rdt sin f Rdt 



cos 
(6.) x = c t - " + c 2 — ±-= — + T 

K J l yit yR 

darstellen.*) Hierbei bedeuten c^c 2 willkürliche Konstanten; T und R sind 
im weiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden a X) cr 2 , ... a m . 
Diese Funktionen besitzen Ableitungen erster und zweiter Ordnung, die eben- 
falls im weiteren Sinne periodisch sind mit den genannten Perioden. R ist 



*) In dieser Abhandlung kommen nur reelle Größen vor. Alle Quadratwurzeln 
sind „nicht negativ" zu nehmen. 
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für alle t gleich oder größer als eine positive Konstante. Die angeschriebene 
allgemeine Lösung kann kürzer in der Form 

cos I Rdt 

(7.). ,-T+V-^- 

dargestellt werden, wobei (' und c willkürliche Konstanten bedeuten. Sind 
umgekehrt R und T Funktionen, welche den genannten Bedingungen ge- 
nügen, so stellt (6.) das allgemeine Integral einer Differentialgleichung dar, 
welche den Typus der Gleichung (4.) besitzt. 

Die Differentialgleichung (4.) besitzt außer der Lösung x = T dann 

und nur dann noch eine im weiteren Sinne periodische Lösung mit irgend- 

/t 
Rdt in der Form 

(8.) / Rdt = y-t+ i. w. S. periodische Funktion mit den Perioden a t , . , . a m 

darstellbar ist. (;' bedeutet hierbei eine Konstante.) Ist eine solche Dar- 
stellung möglich, so sind alle Lösungen von (4.) im weiteren Sinne periodisch. 
In diesem Falle nimmt die allgemeine Lösung demnach eine Form an, welche 
man auf Grund der Theorie der Differentialgleichungen mit periodischen (im 

engeren Sinn) Koeffizienten und der formalen Entwicklungen Lindstedfa er- 

/t 
Rdt in der Form (8.) ist jedoch 

keineswegs immer möglich. Die bezüglich der Gleichung (4.) eingeführten 
Voraussetzungen berechtigen somit keineswegs zu dem Schluß, daß alle 
Lösungen im weiteren Sinne periodisch sind. 

Ich möchte schließlich noch darauf hinweisen, daß meine Abhandlung 
die strenge Untersuchung einer in der Mechanik des Himmels vorkommenden 
Differentialgleichung bringt, daß ich jedoch nicht den Anspruch erhebe, 
einen direkt in der Störungsrechnung praktisch verwendbaren Beitrag zu 
liefern. Es handelt sich hier überhaupt nur um eine „qualitative" Unter- 
suchung. Den Hauptzweck derselben sehe ich in dem Nachweis, daß 
gewisse von mir in meiner gleich zu erwähnenden Magisterdissertation 
gefundene Sätze eine erfolgreiche Anwendung auf Probleme von Interesse 
gestatten. 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 4. 38 



272 Bohl n über eine Differentialgleichung der Störungstheorie. 

L Bericht über früher gefundene Resultate. 

3. Es mögen m von Null verschiedene Größen cr M a 2 ,... a m1 sowie 

die für eine Wertmenge T der Variabein t definierte Funktion f(f) vorliegen. 

Wie ich in meiner Magisterdissertation*) gezeigt habe, ist f(t) dann und nur 

dann in eine für alle t des Gebietes T gleichmäßig konvergente Reihe 

w-i + u 2 -\ h w> H — (ttj , w, , . . . bedeuten ganze rationale Funktionen von 

sin — t, cos — t: ,a = 1, 2, ... m) entwickelbar, wenn folgende Bedingung er- 

füllt ist: Jeder Zahl e>0 kann eine zweite r/>0 so zugeordnet werden. 

daß |/(0~/(OI< e w ^ r ^? wenn l t und * 2 dem Gebiet T angehören und 

-*— !■ (m=1> 2, ...tm) sich von ganzen Zahlen um weniger als *? unter- 
em 

scheiden. Die Aussage, f(t) könne in eine Reihe der eben genannten Art 
entwickelt werden, ist offenbar äquivalent der folgenden: Ist p>0 beliebig 
gegeben, so kann f(t) mit einem Fehler, der kleiner als p ist. für alle zu- 
gelassenen t durch eine trigonometrische Reihe dargestellt werden, die aus 
einer endlichen Zahl von Gliedern der Form 

cos/ 2nt\ cos/ 2nt> 



cos/ 2nt\ cos/ 2nt\ 
sin V er, ' sin v a m s 



besteht. Hierbei ist a eine Konstante und w n r^, .. . n m bedeuten ganze Zahlen. 

Sind die eben besprochenen Bedingungen erfüllt, so wollen wir von 
der Funktion f(t) sagen, sie sei im Gebiete T periodisch im weiteren Sinne 
mit den Perioden a u « 2 , ... a m . Bestehen keine Relationen der Form 

— + — H f- — = (w, , n 2 , . . . n m sind ganze Zahlen, die nicht alle verschwinden), 

so sollen « n «2, ...« m unabhängig heißen, im andern Fall von einander ab- 
hängig.**) Sind die « n « 2 , • ••«»< von einander abhängig, so kann man eine 
geringere Zahl von einander unabhängiger Perioden für die Funktion /(/) 
angeben (s. S. 3 meiner erwähnten Arbeit). 

Wir setzen nunmehr vorübergehend a n <* 2 t -•• <* m als unabhängig vor- 
aus und nehmen ferner an, daß das Gebiet T alle reellen t umfaßt. Jedes 
einzelne u^ wollen wir als Summe einer endlichen Zahl von Gliedern der Form 

*) P. Bohl, Über die Darstellung von Funktionen einer Variabein durch trigono- 
metrische Reihen mit mehreren einer Variabein proportionalen Argumenten. Dorpat 1893. 
**) Bezüglich der Bezeichnungsweise vergleiche man die später folgenden Angaben 
über eine Abhandlung von Herrn Esclangon. 



/%. 
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(l COS (ll, — - - €, 71) . . . COS (>? m € m TT) 

darstellen. Hierbei bedeutet a eine Konstante, die n u n 2l ...n m sind nicht 
negative ganze Zahlen; e M ist gleich oder gleich . 7 und die Kombination 

^ = 0, ^ = 9 ist ausgeschlossen. Die Koeffizienten eines und desselben 
Kosinus- Produktes seien in ?/,, m„ u 3 ... resp. a x , a 2 , « 3 ... . Dann ist, wie ich 
in meiner Arbeit (siehe Nr. 6 derselben) nachgewiesen habe, die Reihe 
tfi + «2 + tf3 + — konvergent, und zwar ist die Summe dieser Reihe gleich 

2 m -" Lim [ t ff(f) cos (w, -*- - f x n) . . . cos (n m ^ - s m n) dt] . 

Hierbei bedeutet n die Anzahl derjenigen n n ?2 39 ... n m9 welche gleich Null 
sind. Für den besonderen Fall, in welchem >? 1 = w 2 = ... = >? m = und dem- 
nach f 1 = « 2 = -.. = f m = ist, erhalten wir 



Lim[* f'f(0dt]. 



Diese Größe soll r der konstante Teil von f(t) u heißen. 

Wir schließen an das Gesagte folgende Bemerkung. Es kann vor- 
kommen, daß man bei einer (etwa für alle reellen t definierten) Funktion 
f(f) das Erfülltsein der oben erwähnten Bedingung nicht konstatieren kann, 
wohl aber die folgende Eigenschaft: Es gilt l/CO - /(OI<*i sobald *~ ' 



(*i= 1, 2, ... m) sich von ganzen Zahlen um weniger als tj unterscheiden, 
wobei e und tj bestimmte positive Zahlen sind. Man kann dann mit einer 
gewissen Annäherung f(t) durch eine trigonometrische Reihe mit endlicher 
Gliederzahl darstellen. Die Annäherung wird — oberflächlich ausgedrückt — 
sehr bedeutend, wenn e sehr klein ist. Ich behalte mir vor, hierauf später 
zurückzukommen und die Möglichkeit von Anwendungen darzutun. Ober- 
haupt könnte das Vorhergehende zu mannigfachen Modifikationen und Neu- 
gestaltungen der Voraussetzungen anregen. Das größte Gewicht müßte 
hierbei auf den Nachweis der Anwendbarkeit der neueingeführten Funktions- 
klassen gelegt werden. 

Seit dem Erscheinen meiner Magisterdissertation ist auch von anderer 
Seite die Aufmerksamkeit auf die im vorigen berührten und verwandte 
Gegenstände gelenkt worden. Ohne anfangs meine eben besprochene Arbeit 

38* 
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zu kennen, hat Herr Esclangon zunächst dieselbe Klasse von Funktionen 
untersucht und dann diesem Gegenstand in verallgemeinerter Form kürzlich 
eine umfangreiche Arbeit gewidmet*) Ein bedeutender Teil der Abhandlung 
von Herrn Esclangon beschäftigt sich mit der Frage nach den Perioden- 
systemen, welche bezüglich der gegebenen Funktion dieselbe Rolle spielen 
können, wie a M « 2 , ...a m . Diese Frage ist in meiner Arbeit nicht unter- 
sucht worden. Auch sonst enthält die inhaltreiche Abhandlung von Herrn 
Esclangon viel Interessantes, worauf wir hier nicht eingehen können. Die 
im vorhergehenden vorkommenden Bezeichnungen „ Perioden", „unabhängige, 
abhängige Perioden" habe ich der Arbeit von Herrn Esclangon entlehnt. Der 
oben eingeführten Bezeichnung „periodische Funktion im weiteren Sinne * 
entspricht bei Herrn Esclangon die Bezeichnung „gleichmäßig stetige quasi- 
periodische Funktion". 

4. Ich will nun noch einige Sätze mitteilen, welche meiner Doktor- 
dissertation**) entnommen sind. 

Es mögen die Differentialgleichungen 

dx 
(9.) ~ = a il x l + a n x 2 + ... + a iH x n + £, o=i, 2....«) 

vorliegen. Hierbei bedeuten die § £ Funktionen von t und *r M .r 2 , .. . x nJ welche 
für alle t und die x des Gebietes \x { \<iy (e = l, 2, ...w) definiert sind. Für 
die genannten t 9 x- Werte mögen -— existieren und, gleichwie die Funk- 
tionen £,, stetige Funktionen von t, x sein. Die a sind Konstanten, welche 
der Bedingung genügen, daß die Gleichung 



«i, — w 



*12 ••• "In 



i 2l a 22 — id... a 2n 



*»1 «*2 ...^«-W 







keine Wurzeln mit verschwindendem reellen Teil hat. Endlich mögen für 
die zugelassenen t, #-Werte die Ungleichungen 



*) E. Esclangon, Sur une extension de la notion de p6riodicite C. R. t. CXXXV. 
Sur les fonctions quasi-periodiques C. R. t. CXXXVII. Les fonctions quasi-periodiques, 
Annales de Tobservatoire de Bordeaux 1904. 

**) P. Bohl, Über gewisse Differentialgleichungen allgemeinen Charakters, welche 
in der Mechanik Anwendung finden. Dorpat (Jurjew) 1900 (russisch). 
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und für x l = x 2 z=<- = x n = Q und alle t die Ungleichungen 



gelten, wobei J und /? gewisse positive Konstanten sind, deren Wert angebbar 
ist, sobald das Tableau der «-Koeffizienten vorliegt. 

Unter den genannten Voraussetzungen besteht folgender Satz: Es 
gibt eine und nur eine Lösung X der Differentialgleichungen (9.), für welche 
bei allen t |#J<^ (^==1, 2, ... n) gilt. Jede Lösung, für welche die letzteren 
Bedingungen bei genügend großen t -Werten erfüllt sind, strebt für t—»oo 
asymptotisch zur Lösung X, d. A. die Unterschiede entsprechender x streben 
für t-+oo nach 0. Entsprechendes gilt für t— ► — oo.*) 

Wir wollen nun die weitere Voraussetzung einfuhren, daß t in den 
f, „in trigonometrischer Form" vorkommt. Wir verstehen darunter fol- 
gendes: Die § t gehen für die zugelassenen t,x l1 x 2j ...x m aus Funktionen 
Qifai ••• x n\ ^i, ... u m ) durch die Substitution 1^ = — , ..• u m = — hervor. Hier- 
bei sind die q für die zugelassenen x und alle u stetige und in den u mit 
den Perioden 1 periodische Funktionen. a M a 2 ,... a m sind von Null ver- 
schiedene Konstanten, von denen in meiner Arbeit angenommen ist, daß 
zwischen ihnen keine Relationen -5*. + -?* + . ..4-^ = (die n sind ganze 
Zahlen, die nicht alle verschwinden) bestehen. 

Unter den in der genannten Weise vervollständigten Voraussetzungen sind 
die Elemente x k1 x 2 , . .. x n der Lösung X im weiteren Sinne periodische Funktionen 
mit den Perioden « l7 « 2 ? ••• <*m- Ist außerdem bekannt, daß die Funktionen p 
stetige Ableitungen nach den x und u bis zu einer genügend hohen Ordnung 
besitzen, so kann man jedes Element x { der Lösung X in der Form der unend- 
lichen Reihe 

_, a cos / 2nt\ cos / 2nt\ cos / 2nt\ 
* sin V. * a x ' sin \ a 3 ' sm V a m ' 

darstellen. Hierbei sind die v ganze nicht negative Zahlen und die Reihe 
konvergiert absolut und gleichmäßig für alle t. 



*) Die Mannigfaltigkeit dieser zu X asymptotischen Lösungen wird in meiner 
Arbeit ebenfalls untersucht. 
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Von den angeführten Sätzen habe ich in der besprochenen Arbeit 
einige Anwendungen gemacht. Sie betreffen einige Probleme der Mechanik, 
bei welchen Zerstreuung der Energie vorkommt, ferner die Bewegung eines 
mechanischen Systems um eine Gleichgewichtslage, endlich die Theorie des 
Saturnringes. Außerdem findet sich im letzten Paragraphen eine Anwendung 
auf die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Dieselbe wird daselbst in 
der Form 

vorausgesetzt. Hierbei gehen (p(t) und tp(t) aus Funktionen *(M n ...M m ), 
V f (u l ,...u m ) mit Hilfe der Substitution i^ = — ,...u m = — hervor. * und W 
sind für alle u gegeben, immer stetig und bezüglich aller u mit den 
Perioden 1 periodisch. Hinsichtlich « M of 2 ,...« m machen wir dieselbe Vor- 
aussetzung wie im vorhergehenden Satz, a bedeutet eine positive Kon- 
stante. |<f(OI ' st fii r a ^ e t kleiner als eine gewisse Zahl, die angegeben 
werden kann, wenn « gegeben ist. 

Die allgemeine Lösung der genannten Differentialgleichung ist 

J Tdt —j Tat 



% + c l ~-= r + c t 



e 



\t yr 

Hierbei sind c t und c 2 die Integrationskonstanten, % und T im weiteren Sinne 
periodische Funktionen mit den Perioden a t1 a 2 , ... a m . Besitzen <P und V 
stetige Ableitungen nach den u bis zu einer genügend hohen Ordnung, so kann 
man % und T in Reihen entwickeln, die den gewöhnlichen Fourierschen Reihen 
mit mehreren Veränderlichen entsprechen. 

Die Bedingung «>0 nimmt diesem Resultat viel von seiner Be- 
deutung. Infolge dieser Voraussetzung umfaßt die besprochene Gleichung 
beispielsweise nicht die Gleichung (3.). Ich bemerke schließlich, daß im 
folgenden von den Resultaten meiner Doktordissertation kein Gebrauch 
gemacht wird. 

//. Hilfssätze imd Bezeichnungen. 

5. Kann ein Punktsystem auf einer Geraden dadurch erhalten werden t 
daß man zu einem Punkte Q des Systems alle Punkte hinzufügt, die von ö 
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am ein ganzes Vielfaches der von Null verschiedenen Länge a abstehen, 
so wollen wir sagen, das Punktsystem bilde eine Punktfolge (a). Es mögen 
m Punktfolgen (a,), (<7 2 ), ... (a m ) vorliegen. 1\ sei ein Punkt von (tfj), P 2 ein 
Punkt von (« 2 ) usw., endlich P m ein Punkt von (a w ). Wir sagen dann: 
Pi, P 2 , ... P m bilden einen Punkthaufen. Stehen je zwei Punkte einea Punkt- 
haufens von einander um weniger als die von Null verschiedene Länge e 
ab, so sagen wir, es liege ein Punkthaufen |«| vor. Genügen die durch 
irgend eine Einheit zahlenmäßig ausgedrückten Längen a l ,a 2 ,...a m keiner 

Gleichung - 1 + ^ H h — — (w M n 2 , ... n m bedeuten ganze Zahlen, welche 

nicht sämtlich verschwinden), so wollen wir die Längen als von einander 
unabhängig bezeichnen. Sind die Längen a 1 ,a?,...a, n von einander unab- 
hängig, so existiert für m Punktfolgen («0* (^2)1 •••00 immer ein Punkthaufen 
|*|, wie die Länge s auch gewählt sein möge. Die Berechtigung dieser 
Aussage ergibt sich unmittelbar aus folgendem Satz: Es seien m Zahlen 
/>,, /? 2 , ... ß m beliebig gegeben, ferner m von Null verschiedene Zahlen 
a,, « 2 , ... a M4 , welche keiner Beziehung — + 3 H |- — = (w n >* 2 , ... w m be- 
deuten ganze Zahlen, welche nicht sämtlich verschwinden) genügen. Man 
kann dann die Gleichung 

erfüllen, indem man anstatt r n y 2 , ... r m ganze Zahlen setzt, an Stelle der 
*i?*2> •••*!* aber Größen, deren absoluter Betrag kleiner als eine beliebig 
gegebene positive Größe ist. Dieser letzte Satz folgt leicht aus den von 
Kronecker in der Abhandlung „Näherungsweise ganzzahlige Auflösung linearer 
Gleichungen" entwickelten Resultaten.*) Ich gehe nun zum Beweise eines 
Hilfsatzes über; ob derselbe neu ist, muß ich dahingestellt sein lassen. 

Es mögen m von Null verschiedene und von einander unabhängige 
Längen a Xl a 2 ,...a m gegeben sein und außerdem eine von Null verschiedene 
Länge f . Es existiert dann eine solche Länge T, daß folgende Aussage gilt: 
Wie man auch eine Strecke**) von der Länge T und m Punktfolgen (a x ) , (a 2 \ . . . (a lw ) 
auf einer Geraden annehmen möge, stets liegt auf der genannten Strecke ein 
Punkthaufen (*}. 



*) Bd. III, 1, S. 47 der Ausgabe von Kroneckers Werken. Ohne die genannte 
Abhandlung zu kennen, habe ich den Satz in meiner oben erwähnten Magisterdissertation 
(s. S. 8 derselben) bewiesen. 

**) Die beiden Grenzpunkte der Strecke sollen nicht zu der Strecke gerechnet werden. 
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Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, unsere 
Behauptung sei nicht richtig. Wie man demnach auch die von Null ver- 
schiedene Länge L wählen möge, stets existieren auf der Geraden m Punkt- 
folgen («!), (oa), ... (a m ) und eine Strecke von der Länge L in einer solchen 
Lage, «daß die Strecke keinen Punkthaufen \s\ enthält. Wir wählen nun 
für I, der Reihe nach L l9 L 2 , X 3 , .... wobei die letzteren Größen nach oo 
konvergieren. Für jeden der genannten L -Werte bringen wir eine Strecke 
von der Länge L und m Punktfolgen («,), («2), ... (a m ) in die oben charakteri- 
sierte Lage. Die so erhaltenen Korabinationen von Strecken und Puukt- 
folgen wollen wir der Reihe nach mit [1], [2], [3] usw. bezeichnen. Die 
Symbole sollen jedoch nur die relative Lage der Strecken und Punktfolgen 
zu einander fixieren; [a] bezeichnet also auch die /*-te Kombination nach 
einer die genannte relative Lage nicht verändernden längs der Geraden er- 
folgenden Verschiebung. 

Wir denken uns nun Verschiebungen der eben genannten Art so aus- 
geführt, daß die Mitten aller vorkommenden Strecken in einem Punkt M 
zusammenfallen. Wir grenzen weiter auf der Geraden eine Strecke J ab, 
deren Länge die Längen <z 19 a 3 , ... «», übertrifft. Wie man dann auch m Punkt- 
folgen (a,), (a 2 ), ... (a m ) annehmen möge, stets kann man einen auf /gelegenen 
Punkthaufen angeben. Dies gilt insbesondere auch für die in den Systemen 
[1], [2],[3]... auftretenden Punktfolgen; /7 n /7 2 , /7 3 usw. mögen auf J ge- 
legene Punkthaufen sein, die den Systemen [1], [2], [3], ... entsprechen. Es 
ist nunmehr klar, daß man auf der Geraden Punkte H X ,H 2 , ... H m angeben 
kann, welche folgende Eigenschaft besitzen: Wählt man für die Punkte 
üT n Il 2 , ... H m beliebig kleine Umgebungen, so gibt es unendlich viele Punkt- 
haufen /7, deren Punkte derart in die Umgebungen von H x ,H 2 ,...H m fallen, 
daß der einer Punktfolge (a,) angehörende Punkt in der Umgebung von H x 
liegt, der einer Punktfolge (aj angehörende Punkt in der Umgebung von 
H 2 usw. Jetzt bilden wir diejenige Punktfolge (a x ), welcher der Punkt H x 
angehört, ferner diejenige Punktfolge (03), welcher der Punkt H 2 angehört usw., 
endlich diejenige Punktfolge (a m ), welcher der Punkt H m angehört. Auf 
Grund der unserem Hilfssatz vorangehenden Bemerkungen erkennen wir t 
daß diese m Punktfolgen einen Punkthaufen \s\ besitzen. P n P 2 ,...P m seien 
die Punkte eines solchen Haufens. Aus dem bisher Gesagten folgt: Wählt 
man für P M P 2 , ... P m beliebig kleine Umgebungen, so gibt es unendlich viele 
Punkthaufen *ß a , 9ß ß , 9ß. n ..., welche aus verschiedenen Systemen [a], [/?], [7], ... 
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stammen und deren Punkte (der Punktfolge entsprechend) in die Umgebungen 
von P n P 2 , ...P m fallen. Sind diese Umgebungen genügend klein gewählt, 
so sind Sß a , Sßj, $ r , ... Punkthaufen |e|; dementsprechend mögen die genannten 
Umgebungen fest angenommen werden. Da es sich hierbei um unendlich 
viele verschiedene Systeme [«], [/?], [y],... handelt, so kommen in [a], [ß], [7],... 
Strecken vor, deren Länge größer ist als eine beliebige fest gewählte Länge. 
Es tritt also notwendigerweise bei einem der Systeme [«*], [/?], [y], ... der 
Fall ein, daß die dem System angehörende Strecke die Punkte P M P 2 , ... P m 
und ihre Umgebungen umfaßt. Geschieht dies für ein gewisses System [)*], 
so gilt nach dem Gesagten folgendes: Die dem System [u] angehörenden 
Punktfolgen haben einen Punkthaufen {*|, welcher auf der dem System [u] 
angehörenden Strecke liegt. Unter den Systemen [l], [2], [3], ... gibt es 
aber nach dem obigen keines, dem eine solche Eigenschaft zukäme. Wir 
sind somit zu einem Widerspruch gekommen. Die Annahme, unsere Be- 
hauptung sei nicht richtig, ist demnach zu verwerfen und unser Hilfssatz 
ist bewiesen. 

Der eben bewiesene Hilfssatz läßt unmittelbar die Berechtigung fol- 
gender Aussage erkennen: Es seien a l ,a 2l ... a m m von einander unabhängige 
Längen, e irgend eine positive Zahl. Man kann dann eine Länge T so be- 
stimmen, daß folgende Aussage gilt: Wie man auch eine Strecke von der 
Länge T und einen Punkt Q auf einer Geraden annehmen möge, es gibt auf 

der Strecke einen Punkt R, für welchen die Verhältnisse -—■ , —....—- sich 
von ganzen Zahlen um weniger als e unterscheiden. 

Es möge nun eine im weiteren Sinne periodische Funktion f(f) für 
alle t definiert sein. Man könnte den zuletzt genannten Satz benutzen, um 
die Berechnung von f(t) mit vorgeschriebenem Genauigkeitsgrad auf die 
Berechnung von f(t) für ein endliches Intervall zurückzuführen. Diese Be- 
merkung könnte insbesondere in dem Fall von Nutzen sein, wo f{t) als 
Lösung einer Differentialgleichung auftritt, da für die Berechnung von 
Lösungen in endlichen Intervallen der unabhängigen Variabein häufig 
allgemeine Methoden bekannt sind. Wir gehen hierauf nicht weiter ein. 

Es möge wieder eine im weiteren Sinne periodische Funktion f(t) 
für alle t definiert sein. G sei die obere, K die untere Grenze der Funk- 
tionswerte; S=*G—K ist dann die Schwankung von /(/). Zu jeder posi- 
tiven Zahl p gibt es eine solche positive Zahl q, daß die Schwankung von f(t) 

Journal für Mathematik Bd. 131. Heft 4. 39 
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in jedem Intervall a<j^t<^a + q sich von S um weniger als p unterscheidet. 
Hierbei bedeutet a eine beliebige Größe. Um die Richtigkeit dieser Be- 
merkung einzusehen, wählen wir t x und t 2 in der Weise, daß 



m>G-\ m<K+\. 



Aus dem vorhergehenden Satz folgt: Es gibt eine solche Zahl ?>0, daß 
in jedem Intervall a<Zt<Za + q sowohl Funktionswerte vorkommen, die 
sich von f(t x ) um weniger als £ unterscheiden, als auch Funktionswerte, 

die sich von f\t 2 ) um weniger als j unterscheiden. Der Unterschied zweier 

derartiger Funktions werte ist dann >> G — ™ — \K + £ J = S — p . Somit haben 
wir für die Schwankung a im Intervall a<t<^a + q S — p<Zo<^S. Es 
ist also j»S — aj<Cp. Damit ist die Richtigkeit unserer Bemerkung bewiesen. 

Wir formulieren endlich noch einen unmittelbar aus dem vorher- 
gehenden folgenden Satz. Es sei f(jf) eine für alle t definierte im weiteren 
Sinne periodische Funktion. Wir wählen in bekannter Weise t und f(t) als 
Abszisse und Ordinate von Punkten, Sind zwei von Null verschiedene Längen t 
und s beliebig angenommen, so gibt es eine entsprechende Länge S>s von 
der Beschaffenheit, daß folgendes gilt: Wie auch zwei Strecken (s) und (S) 
von den Längen s und S auf der Abszissenachse gewählt sein mögen, man 
kann auf (S) eine dritte Sfrecke \s\ von der Länge s so angeben, daß der 
Verlauf von f(f) zwischen den Endpunkten von \s\ dem Verlauf von f(t) 
zwischen den Endpunkten von (s) gleicht bis auf Abweichungen in den Chrdi- 
naten, die kleiner sind als €. 

Der besseren Übersicht wegen haben wir im vorhergehenden geo- 
metrische Vorstellungen benutzt. Es ist aber sofort klar, daß alles vorher- 
gehende unmittelbar in eine rein analytische Form übersetzt werden kann. 

6. Es möge eine für alle t definierte im weiteren Sinne periodische 
Funktion f(t) vorliegen; a 11 a 2j ...a tn sei ein Periodensystem von f(t). Wir 
denken uns f(f) gemäß Nr. 3 in eine Reihe Ui + ih + u*! — entwickelt und 
ersetzen in derselben — durch x^ (jli= 1, 2, ... ni). Es ergibt sich dann eine 
Reihe U x + U 2 + £7 3 + '", welche für alle diejenigen x t ,x 2 , ... # m gleichmäßig 
konvergiert, welche durch x t = — , x 2 = - - , . . . x m = — erhalten werden. (Das 
Zeichen = bedeutet hierbei Gleichheit bis auf ganze Zahlen.) Das damit 
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eingeführte Gebiet von Xi,x 2 , ... x m - Stellen bezeichnen wir mit X Es ist 
klar, daß die Reihe U x + U 2 + Vs + *- auch gleichmäßig konvergiert für alle 
Häufungsstellen des Gebietes X. In der Tat; es werde p>0 beliebig an- 
genommen. Es gibt dann einen solchen Index /* p , daß | U y+i + U y+2 + -~ 
+ U r+n \<lp wird, sobald v>u v und die x dem Gebiete Zangehören. Für 

eine Häufungsstelle von -X muß offenbar ebenfalls | U r+l + U y+2 H \- U v + n \<p 

gelten, sobald v>fi p . Somit konvergiert die Reihe (^ + Ö r a + 6 T 3 + — gleich- 
mäßig für das Gebiet £, welches aus dem Gebiet X und seinen Häufungs- 
stellen besteht. *F (x t , x 2 , . . . x m ) = U X + U 2 +U2 + — ist für das Gebiet Z eine 
gleichmäßig stetige Funktion. Gehört die Stelle £ n l 2 ,...f M dem Gebiet JT 
an, so offenbar auch die Stelle x x = £ x , x 2 = | 2 , . . . x m = $ m . Sind |, , § 2 , . . . § m 
und 17,, iy 2? ••• Vm Stellen von Z y so gilt dasselbe von x l = t u§ 1 + vi] l9 
& 2 = 1 u!; 2 + vti 2 , ... x m = [il; m + yri m , wobei ,a,f irgendwelche positive oder 
negative ganze Zahlen oder Null bedeuten. V ist bezüglich aller Variabein 
mit den Perioden 1 periodisch. Die Funktion W ist übrigens nichts anderes 
als die in § 7 meiner Magisterdissertation angeführte gleichbezeichnete Funk- 
tion, wenn man dieselbe auch für die Häufungsstellen der „Stellen erster 
Kategorie" definiert. Es gilt 






Liegt die Funktion f(t) vor und ist das Periodensystem a 1 ,a 2y ...a m fest 
gewählt, so ist, wie leicht zu sehen, die Funktion W völlig bestimmt. 

Wir bezeichnen nun mit a x , o 2 , . . . o m die Elemente^ einer Stelle des 
Gebietes Z und bilden 



<P®= v Qr + a " ^ + a2 '---ir + a 0- 



Offenbar ist <p (t) ebenfalls eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit 
den Perioden «,, a 2 , . .. a m . Wir sagen, <p (t) sei mit f(t) verwandt und habe 
bezüglich f(t) die Phasen a,, a 2 , ... a m .*) Die Funktion 

V(x t + a ly x 2 + o 2 ,...x m + o m ) 

entspricht <p(t) ebenso, wie Vfa, x 2 , ...x m ) der Funktion f(t). Wir schreiben 

v(f)=f(t> °i> ... O- 

*) Die Perioden werden hierbei als fest gewählt betrachtet. 
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Offenbar gilt, wenn 01 = *!, <j 2 = t 2 , ... a w = r m , 

Ferner haben wir, wenn s^s 2j ...s M ebenfalls eine Stelle von Z darstellen, 

y(',*n*2, — O^/Ci ^i+^i, ^2 + ^, ... <y m +s m ). 

Auf Grnnd dieser Gleichung erkennt man leicht, daß das Ensemble 
der mit (p(f) verwandten Funktionen zusammenfällt mit dem Ensemble der 
mit f(t) verwandten Funktionen. Dabei werden (p(ß) = <f(t, 0,0, ... 0) und 
f(t) = f(t, 0,0, ... 0) mit zu dem betreffenden Ensemble gezählt. 

Es möge nun ein System von Funktionen /,(*), /iCO* ••• /»(0 vor " 
liegen. Die Elemente dieses Systems seien im weiteren Sinne periodische 
Funktionen mit den Perioden a u <* 2 , ... a m . o u o 2l ...a m mögen eine Stelle 
des Gebietes Z darstellen. Wir sagen dann: Die Funktionen /i (f, a x , a 2 , ... a m ), 
f 2 (t, a n <r 2 , ... <r m ), ... /„(*, a n a 2 , ... a ro ) bilden ein mit dem vorigen verwandtes 
und bezüglich desselben durch die Phasen a u a 2 , ... o M charakterisiertes System. 

Wir wollen schließlich zeigen, daß zwei verwandte Funktionen 

f(f) = W (— , . . . — ) und (p (f) = i / / (- + a t , . . . f- a„ ,) denselben konstanten 

Teil besitzen. Wir haben 



/*o*-/^+*» ■••£+*.) 



dt 



J V«, o, " er,,, cr„, "/ 



= fwdt+ f' +t Wdt+ f'wdt; Tr=v(i- T :.+ ai ,...l._^- + <,„), 

«^ ^/ .,/ \ i *^m ^m 

T < U 

J Wdt+ I Wdt 
jfq>(Qdt-\ff(Qdt = ; - f 

II 

Wir wählen nun *>0 beliebig und bemerken, daß I^O^,^, ....r m )|<Ä' 
gilt, wobei üf= konstans. Wir wählen dann r so, daß TI r — V (-- . ... — ) j <r I, 
was möglich ist. Dann gilt, wenn £>0 



/x 
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Dann gilt auch 



f f^dt-f t \t) dt v 







wenn p die kleinere der Zahlen t x und t 2 bedeutet. Wir haben also 

lv(*+l'»-'il)-v(*)l>l9(p + |t-'i|)-v(p)l-H 

Bedenkt man, daß £<cy(0<C<JS 80 sieht man, daß die größere der 
<K# + |*2 — M) un ^ V(*) größer als g — £, die kleinere kleiner als £ + £ 
ist. TfVe man also auch r wählt j zwischen r und r + T liegen t-Werte, für 
welche y(0># — \ und solche, für welche <p(t)<Ck+~ gilt 

Es gibt eine solche Größe *>0, daß |/('+*)-/(0|< y^> wenn 

— , —,...— sich von ganzen Zahlen, um weniger als s unterscheiden. Wir 
wollen uns irgend ein r denken, welches letztere Bedingung erfüllt. Wir 
bilden 

9(k + T)-<p (O =/' 0+ V(0 dt, 

wobei wir t K} beliebig gewählt haben. Zwischen t» und U } +T gibt es solche 
Werte c. d, daß 

Wir haben 

?tt.+*)-y(A,)-[y(c+O-v(<0]=/ f(t)dt- f f(t)dt 

C + f c 

/V(<+*)-/(0]rf'<2^K-c|<f, 

c 



/\ 
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Ähnlich haben wir 

»(<i+»)-v(O-[y(rf+T)-y(<0]=/^V('+O-A0]^ 

d 

l/V('+TW(o]rf'|<^i/»-rfi<!, 

d 

f'\f(.* + T)-f(Q]dt>-$, <p(.t t> +r)-cp(Q>- r . 

d 

Somit 

Ivfti+O— y('ü)|<y- 

Zu jeder Zahl ?]>0 gibt es daher ein solches *>0, daß |y(f+r)— y(OI<^^ 

wenn — , — , ... — sich von ganzen Zahlen um weniger als f unterscheiden. 

1 ? 
Also ist f f(f)dt im weiteren Sinne periodisch mit den Perioden <*,, n? 2 , ... « m , 

q. e. d. 

Liegt f f(t)dt zwischen endlichen Grenzen, so ist der konstante Teil 



von f(t) offenbar gleich . Wird von einer für alle t definierten im weiteren 
Sinne periodischen Funktion ihr konstanter Teil subtrahiert, so sagen wir, 
die Funktion werde durch die genannte Operation von ihrem konstanten Teil 
befreit. Offenbar sind wir dann zu folgender Aussage berechtigt: Es sei f(t) 
eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden a l9 a 2 , ... « m ; 

%(f) sei die von ihrem konstanten Teil befreite Funktion: f f(f)dt ist dann 

d 
und nur dann in der Form 

C f(t)dt=ct + zwischen endlichen Grenzen bleibende Funktion (c=konst.) 

o 

%(f)dt zwischen endlichen Grenzen bleibt, c ist in diesem 

Fall der konstante Teil von f(f) und die rechts an zweiter Stelle stehende 
Funktion ist im weitei*en Sinne periodisch mit den Perioden a X3 a 29 ... a m . 

Es möge eine ftir alle t definierte im weiteren Sinne periodische Funk- 
tion f(f) vorliegen; a x ,a 2 , ...a m seien ein Periodensystem von f(f). q>(t) sei 
ein Integral von f(t) und bleibe zwischen endlichen Grenzen. Dann ist 
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nach dem vorigen tp(t) eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit 
den Perioden a u a 2 , ... a m . Bedeutet a n a 2 , ... a m irgend ein System von Phasen, 
so ist tp(t, a n ... o m ) ein Integral von f(t, a 1? ... o, n ). 

Um diese Behauptung zu begründen, ordnen wir f(i) und <p (t) Funk- 
tionen F(x^ # 2 , ... x m ), <i>(x l ,x 2 ,... x m ) in der Weise zu, wie es in Nr. 6 aus- 
einandergesetzt wurde. Wir haben bei beliebig gewähltem t 

U 

T 



und somit 



o 
= /" +I |F(i_l +ai ,...±_JL +(Tm )_ jF (l,...A)] rff 

r 

Wir denken uns nunmehr £ beliebig aber fest gewählt. Man kann 
hierauf r so bestimmen, daß jedes der drei auf der rechten Seite stehenden 
Glieder absolut beliebig klein wird. Es kann somit die linke Seite durch 
geeignete Wahl von t absolut beliebig klein gemacht werden. Nun hängt 
aber die linke Seite gar nicht von t ab; sie ist also gleich 0. Somit gilt 

/f(t> a) dt=<p(t, o) — q)(0j a), q. e. d. 

8. Es ist klar, daß das Integral einer im weiteren Sinne periodischen 
Funktion, deren konstanter Teil gleich ist, nicht notwendig zwischen end- 
lichen Grenzen liegt. Wir wollen ein Beispiel anführen, welches die Richtig- 
keit dieser Bemerkung dartut. Es möge die Reihe 
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vorliegen. Hierbei seien die a„ von der Form a y =Ma+Nb, wobei a und b 
gegebene positive unter einander inkommensurable Größen bezeichnen und 
M, N ganze Zahlen bedeuten. Ferner seien die a y so gewählt, daß 






i<« 



1 



a B _tl^3.7»|aJ' 



o<H- 



■8«' 



Eine solche Wahl der a-Größen ist offenbar möglich. Die Reihe für cp (f) 
konvergiert gleichmäßig für alle t, und es ist </>(/) eine im weiteren Sinne 
periodische Funktion mit den Perioden—, -£. Das konstante Glied von 
</> (0 ist gleich 0. (p(t) besitzt Ableitungen beliebig hoher Ordnung; dieselben 
sind ebenfalls im weiteren Sinne periodisch mit den genannten Perioden. 
Wir haben 

/ 2 a n\ /N . 1 . a.n , 1 . a q n , , 1 . Of,,_i7r 

11 

CT 

+ 7 ir ra + J ^ +i cos ^ ß " +i + •• rf <> 



1 . a. 7i . 1 . o, n . , 1 . or„_i ;r 

-* - 8111 .,-,' , + ~— Sin ^-j 3 — | + • • • + wzzr. 3111 — t — r 

7 er, 2«, l'a 2«, 7*-' «„_! 2i«, 



< 



1 



3.7"ia, 



u 1» 



1 



7mT<»O8(« m . 1 + - 



— _J J_ __1 

<7"+' 1 - 7\6' 

7 



Idf 



1 n 



|/ '"" (^tr(oO8« 11+1 .0 + -)«»|^7-.6 2|«,l' 
1» 

I Z- 5 ^ /A 7,! — 1 1 1 TT 

| / ^ (o dt | > ^ a -; - ^.^ - ^ . raJ 

I) 

~7-|o.l V3 12'^ _„ 1 3* 

8- 

Es nimmt daher f<p(t)dt unter anderem Werte an, die größer sind als 
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/8\ w 1 

V7 / ' 3 ' wo ^ ei n e * ne beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Es kann 

somit / <p(f)dt keine im weiteren Sinne periodische Funktion sein. 



9. Es sei f(f) eine für alle t definierte im weiteren Sinne mit den 
Perioden a l ,a 2} ...a m periodische Funktion. Der konstante Teil von f(f) sei 
gleich 0, und f(t) besitze kein zwischen endlichen Grenzen bleibendes Integral. Man 
kann dann ein solches Phasensystem o^a 2j ... a m finden^ daß f f(t, o)dtj>0, 

und ein solches Phasensystem s u s 29 ...s m , daß f f(t, s) dt<^0. Dieser Satz 

ist im Hinblick auf das Folgende von Interesse. Der besseren Übersicht 
wegen verteilen wir den Beweis auf die Abteilungen A, B, C, D. 

A. Wir bezeichnen ein Integral von f(f) mit ip(t). Offenbar ist dann, 
wie auch t gewählt sein möge, 

*-(! + .)- Kx)-/70,i.? ;,...£)*■ 

I) 

-, -, ... -J 

(i=lj 2, 3, ...) kongruente*) Phasensysteme nach einem Phasensystem 
a M <7 2 , ... a m konvergieren, so gilt für jedes fest gewählte t 

Lim Qp(t + r) - ip(i)) = f f(t, a„ a 2 , ... a,„) dt. 

B. Wir wollen uns versuchsweise vorstellen, es sei gelungen, Größen 
s u s 2 ,s 3l ..., sowie die zugehörigen positiven Werte / n l 2 , h , ... derart zu be- 
stimmen, daß erstens die / n / 2? / 3 , ... nach oo konvergieren und zweitens eine 
der folgenden drei Bedingungen erfüllt ist: 

«) für -/.<*</, gilt iK' + O-¥'(*.-)>0> 0=1,2,3,...) 
(t) für -/.<*</, gilt y(' + *)-V(O<0, o=i.2,3,...) 

y) für -/,<*</, gilt|^(* + 0-VW.<^ :«-«.'.'.•••> 
wobei P eine Konstante bedeutet. 



*) Zwei Phasensysteme heißen kongruent, wenn die entsprechenden Elemente sich 
um ganze Zahlen unterscheiden. 
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Wir wollen nun die Konsequenzen dieser Annahmen betrachten. Zunächst 
ist klar, daß man aus der Reihe der Indizes 1, 2, 3, ... eine neue wachsende 
Reihe a, b y c, ... in der Weise auswählen kann, daß gewisse den Systemen 
^— , — , ...—)(t = a, b, c, ...) kongruente Phasensysteme nach einem Phasen- 
system a,,0 3 , ...a m konvergieren. Nach A. haben wir also für jedes fest 
gewählte t, wenn der Index i die Werte a, b,c, ... durchläuft, 

Lim (i//(* + *,)- <//(*,)) = /7('> *n ^2, ... O tf*. 



Im Falle a) ergibt sich hieraus offenbar 

ff(t,o l ,o 2j ...o m )dt>0, 

im Falle ß) 

J* / '(/, o„a a ,... aj tf* <0, 

im Falle /) 

\f t f(t,o l ,o 2 ,...o m )dt <P. 
(I 

Im Falle ^) würde somit ein Integral von /(f, a,, a 2 , ... a w ) zwischen end- 
lichen Grenzen liegen; dasselbe müßte also auch für die Integrale von f(t) 
stattfinden. Letzteres widerspricht jedoch der Voraussetzung. Somit kann 
der Fall y) nicht eintreten. 

Ferner ist klar, daß unser Satz bewiesen ist, sobald wir das wirk- 
liche Vorkommen sowohl des Falles «) als des Falles ß) nachweisen. 
Dieser Nachweis wird im folgenden geführt. Wir können uns dabei jedoch 
auf einen der beiden Fälle, etwa den Fall a), beschränken; der andere wird 
analog behandelt. Man könnte ß) auch auf a) zurückfuhren, indem man 
an Stelle der Funktion f(f) die Funktion — f(f) betrachtet. 

C. Es werde K> beliebig angenommen und außerdem ein spezieller 
f-Wert 4, gewählt. Man kann einerseits solche Paare von verschiedenen t K) 
übertreffenden t -Werten angeben, daß beim Übergang vom kleineren zum 
größeren t-Wert ip(t) um K wächst, andererseits solche, daß beim genannten 
Übergang y (t) um K abnimmt. Um dies zu beweisen, nehmen wir zunächst 
versuchsweise an, es gäbe keine Paare von ^-Werten der an zweiter Stelle 

40* 
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genannten Art. Ist dann t">t f >4 J7 so gilt immer xf)(f) — y)(t")<zK. In 
diesem Fall maß jedoch eine solche positive Zahl T existieren, daß in 
jedem Intervall t tt <<t<t<^t+T ein derartiges Paar von verschiedenen 
£ -Werten vorkommt, daß beim Übergang vom kleineren zum größeren 
*-Wert v(0 um 2 Anwächst. Andernfalls könnte nämlich der unter B.y) 
beschriebene Fall verwirklicht werden,*) was, wie oben gezeigt, nicht ge- 
schehen kann. Auf Grund des eben Gesagten erkennen wir nun die Mög- 
lichkeit, t {) t z ,t Z) t A ... so zu wählen, daß folgendes gilt: 



o<^- 


-tx'<T 


v(0- 


-xp{t t ) = 2K 


0<<3- 


-t 2 <T 


VC*)- 


-if,(t t )>-K 


0<f 4 - 


-t*<T 


vW- 


-y(t 3 )=2K 


o<^ 5 - 


-U<T 


•K'O- 


-y(U)>-K 


0</ - 


-h<T 


V(A.)- 


-xIj{l) = 2K 


0</ 7 - 


-t»<.T 


*('»)- 


- f (tJ>-K 



0<t 2H - /,„_, < T y (t 2n ) - y (*„,_,) = 2 K 

0<A +1 - ',„< T '/'('*.+.)- V(^»)> - K. 

Wir haben dann 

Es folgt hieraus zunächst, daß, wenn >/-»•-», so t 2lt+ i — °°. Ferner ergibt sieh 

Da der konstante Teil von f(t) gleich ist, so gilt 

Lim'^Uo. 



*) Zur Erläuterung diene folgendes. Würde eine positive Zahl T der genannten 
Art nicht existieren, so könnte man T>0 beliebig wählen und danach stets ein solches 
Intervall t Q <t<^<t -|- T angeben, daß —K<\p(t,)—ip(t l )<'>K gilt, sobald t t und 
t t >t x dem Intervall angehören. Wir wählen für T der Reihe nach T n T,, T 3 usw. in 
der Weise, daß T x , jT„ jT 3 , ... nach oc konvergieren. Diesen T-Werten mögen t-W r erte 
t,»t„t„ ... in der eben genannten Weise entsprechen. Dann erkennt mau leicht die 

Richtigkeit der zu begründenden Angabe, indem man $,- = t,- +■-.-, U ; = W annimmt. 
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Es müßte also auch für n-+oo 

hn + X t t 

gelten. Dies widerspricht dem eben gefundenen Resultat. Die oben ver- 
suchsweise gemachte Annahme ist daher abzuweisen. , 

Um den Rest unserer in C. ausgesprochenen Behauptung zu beweisen, 
könnten wir analog verfahren. Wir könnten aber auch zu diesem Zweck 
das eben gefundene Ergebnis auf die Funktion — f(t) anwenden. 

D. Wir wählen Ä';>0 beliebig und hierauf zwei £-Werte t x und 
ti>t x in der Weise, daß t//(*,)--y>(/. 2 )==iC Sodann wählen wir t 3 >t 2 und 
W>t z in der Weise, daß \p{t^)—ip{t^) = K. Alles dies ist nach C. ausführ- 
bar, d sei ein £-Wert des Intervalles ^<y<C^ für welchen xp deu 
kleinsten im genannten Intervall vorkommenden «//-Wert annimmt. Offenbar 
haben wir 

y(t x )-y(d)>K, ip(u)-y(d)>K. 

Wir bestimmen nun die Konstante y>0 in der Weise, daß yi>|/"(0h 8 °bald 
f(t) gegeben ist, können wir uns y fest gewählt denken. Es gilt 



^<IK'i)-v( d )l<l rf -'ily» *<M'0-K^I<l'«- rf l-7i 

K > 1 K 

r 7 



<*-V>™» U-d> 



TS ir 

Sobald daher — - <i*<f — , haben wir t x <zt-kd<it* und somit ip(t+d) 
— V(rf)5>0- Bedenken wir uun die bei der Wahl von /^herrschende Will- 
kür, so erkennen wir, daß der Fall B.a) in der Tat verwirklicht werden 
kann. Damit können wir, wie bereits am Schluß von B. hervorgehoben 
wurde, den Beweis des am Anfang von Nr. 9 ausgesprochenen Satzes als 
erledigt betrachten. 



IV. Die reduzierte Differentialgleichung. 
10. Es möge die Differentialgleichung 

(10.) 7fiJ + 9(0*=0 

vorliegen, wobei <p(t) eine für alle t definierte im weiteren Sinne periodische 
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Funktion mit den Perioden a u a 2l ... a m bedeutet Indem wir mit a n o 2 , ..• a m 
irgend ein Phasensystem bezeichnen, bilden wir die allgemeinere Differential- 
gleichung 

(11.) ^ + < P (t,o)x=0. 

Alle Gleichungen vom Typus (11.) sollen mit einander verwandt heißen. 
Wir erteilen endlich den o l ,o 2j ...o m die speziellen Werte s u s 2l ...s m und 
erhalten dann die Gleichung 

(12.) ^+<KM)*=°- 

Es sei bekannt, daß die Gleichung (12.) zwei von einander unabhängige In- 
tegrale u und v besitzt, welche für alle t zwischen endlichen Grenzen liegen. Dann 

du di) 

müssen offenbar auch --.- =u' und ,, = v' für alle t zwischen endlichen Grenzen 

dt dt 

liegen und wir haben ?^'-vw'=c, wobei c eine von Null verschiedene Kon- 
stante bedeutet. 

Wir bemerken zunächst, daß die Funktionen u(t+z), v(*-f z) Lösungen 
der Gleichung 

(i3.) Sr-+»('.*.+; ; i...».+~)*=o 

sind. Bedeutet r u r 2l ... r m irgend ein Phasensystem, so existieren nachdem 
vorigen eine solche Reihe r n r 2 , t 3 , ... und solche Größen A,B,a,ß, daß für 

Lim (s t -f ~ + v u ) = r u ... Lim (s m + -J -f y ml ) = r m , 

Lim u(r f )=4, Lim v(r?)=zB, Lira m'(t,) = «, Lim v'(r.^=ß 

gilt; v u ,v 2i ,...v mi bezeichnen hierbei gewisse ganze Zahlen. Wir fassen 
nun diejenigen Lösungen g(t) und h(t) der Differentialgleichung 

(14.) ^ + </>(/, r„ r a , ... r m )x = Q 

ins Auge, welche durch die Bedingungen g(0) = A, </(0) = ff, ä(0)=/?, 
h'(Q)=ß definiert sind. Diese Lösungen sind von einander unabhängig, da 
offenbar A.ß—B.a=c gilt. Wir haben 

(15.) <**+lt + v (t, s l + ^ , ... ,.+ ^)u(<+r,.) = 0, 
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(16.) ^ + V(t>r l9 r,,...rj)g(t)~0, 



(17.) 



d l[w('+r l )-KO] + y('^«,r,,...r IiI )[ti(/ + T < )-y(0] 



dt 



+ [^'i + ^».*. + J)-^r I ,r l ,...0]tf(t + T,) = a 



Man kann den Absolutwert des letzten Gliedes der linken Seite für 
alle t beliebig klein machen, indem man den Index i genügend groß wählt 
Durch dasselbe Mittel können auch \u(r t )-g(0)\ und \u' fa) — g' (0)\ beliebig 
klein gemacht werden. Wählt man daher*) ein beliebiges endliches t-Intervall, 
so kann man erreichen, daß \u(t + Tl)— g(t)\ und |m'(* + t »)"~#'(0I t#w diesem 
Intervall beliebig klein sind; es genügt zu diesem Zweck, den Index i genügend 
groß zu wählen. Analoges laßt sich bezüglich der Funktionen v(f) und A(£) 
sagen. Wir können außerdem erreichen, daß s l + -- 9 ...s m -\- --- sich von 
r,, r 2 , ... r m , abgesehen von ganzen Zahlen, beliebig wenig unterscheiden; 
wiederum genügt die Beschränkung der Wahl von i auf genügend große Werte. 

Auf Grund des eben gewonnenen Resultats erkennen wir nun leicht 
die Berechtigung folgender Aussage : Die Eigenschaft, welche wir am Anfang 
dieser Nummer für die Gleichung (12.) voraussetzten, kommt auch jeder 
Gleichung vom Typus (11.) zu. 

11. Indem wir alle Bezeichnungen der vorigen Nummer beibehalten, 
wählen wir drei beliebige Konstanten c l ,c 2 ,c i und bilden 

Ci u 2 + c 2 u v + c 3 v 1 = f, 
(18.) 2c l uu t + c 2 (uv f + vu t ) + 2c 3 vv t = f, 

c i (2u n -2ii\p(t,s)) + c 2 (2u'v'-2icv(pQ 

wobei die Striche oberhalb u, v und f zur Bezeichnung der entsprechenden 
Ableitungen dienen. Die Determinante der Koeffizienten von c l ,c 2 ,c l auf 
der linken Seite von (18.) ist, wie man leicht sieht, gleich 2(uv f — um') 3 =2c 3 , 
wobei c dieselbe Bedeutung hat wie in der vorigen Nummer. Wählt man 
c c*, c 3 in verschiedener Weise, so ergibt sich eine Schar von Funktionen /, 
wobei c l ,c 2 ,c z die Rolle von Parametern spielen. Es ist klar, daß wir 
dieselbe Schar von Funktionen erhalten, wenn wir an Stelle von u, v zwei 



*) Vgl. etwa den in § 1 meiner oben erwähnten Doktordissertation dargestellten 
allgemeinen Satz. 
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beliebige Lösungen der Gleichung (12.) benutzen, wofern nur die gebrauchten 
Lösungen von einander unabhängig sind. 

Wir wählen nun irgend eine Zahl ;;>0 fest aus. Da |w|, \v\ nicht 
gleichzeitig beliebig klein werden können, so gibt es in der eben be- 
sprochenen Schar Funktionen /, welche für alle t ;>j? sind. Bezeichnet f x 
eine bestimmte der eben genannten Bedingung genügende Funktion, welche 
den Parametern c[, c' 2 , c' z entspricht, so kann eine solche Konstante K angegeben 
werden, daß für alle t Vfi + f?+'f?<.K gilt. Wir ändern nunmehr die 
Phasen, indem wir von der Gleichung (12.) zur Gleichung (14.) übergehen. 
Für diese letztere Gleichung bestimmen wir eine Schar von Funktionen in 
derselben Weise, wie es eben für die Gleichung (12.) geschah; dabei wollen 
wir die in der vorigen Nummer eingeführten Lösungen g(t) und h(f) zugrunde 
legen. Aus der zu (14.) gehörenden Schar wählen wir dann diejenige Funk- 
tion ^,, welche den oben bereits genannten Parametern c',,^,^ entspricht; 
es ist also ip l = c[g 2 + C2gh + c' i h 2 . Auf Grund der in der vorigen Nummer 
entwickelten Resultate erkennen wir nun, daß für alle t 



gilt, wobei p und K die oben genannten Konstanten sind. Wir sind jetzt 
zu folgender Aussage berechtigt: Genügt eine aus der einer Gleichung vom 
Typus (11.) angehörenden Schar stammende Funktion f(f) den Bedingungen 

f(t)> a i VF + f i2 + f m '<:b, («>0 und b sind Konstanten) 

so enthalt die einer anderen Gleichung vom Typus (11.) (d. h. einer mit der 
vorigen verwandten Gleichung) angehörende Schar sicher eine denselben Be- 
dingungen genügende Funktion. Es gibt auch immer Funktionen f dei* eben 
genannten Art, tcenn nur die Konstanten a und b geeignet angenommen sind; 
und zwar kann für a jede positive Zahl gewählt werden. 

12. Wir kehren nun wieder zur Gleichung (12.) zurück. Nachdem 
wir p7>0 gewählt, fassen wir diejenigen Funktionen f der zu (12.) ge- 
hörenden Schar ins Auge, welche der Bedingung /*$>/> für alle t genügen. 
Für jede einzelne dieser Funktionen f besitzt Vf 2 + f' 2 + f" 2 eine obere 
Grenze, welche wir mit G(f) bezeichnen. Die Größen G(f) besitzen eine 
untere Grenze g. Wir wollen zeigen, daß man f so wählen kann, daß G(f) = g 
gilt. Zu diesem Zwecke denken wir uns Funktionen f der eben geschilderten 
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Art /i,/i,/j,... so bestimmt, daß Lim G(f]) = g; dies ist immer möglich. Die 

Systeme (/ f (0), /i'(0), /T(0)) (i'= 1, 2, 3, ...) haben mindestens eine Häufungs- 
stelle (q,q', <?"). Auf Grund dessen, was wir iu Nr. 11 über die Deter- 
minante der Koeffizienten von c u c 2y c 3 in (18.) sagten, erkennen wir, daß 
man eine Funktion F aus der zu (12.) gehörenden Schar finden kann, für 
welche F(0) = q, F'(0) = q' 9 F'(0) = ?" gilt. % (0 = /l (0-^(0 ist eben " 
falls eine Funktion der eben genannten Schar; nach dem vorigen kann 
man |y\(0)|, |«/'!(0)|, |y"(0)l beliebig klein machen, indem man den Index i 
geeignet wählt. Dabei kann i größer als eine beliebig gewählte Zahl an- 
genommen werden. Bezeichnen cijC'i, cj die Parameter von */>,(£), so folgt, 
daß man |c,|, |cj|, \& z \ durch geeignete Wahl des Index i beliebig klein 
machen kann. Wiederum kann i dabei größer als eine beliebig gewählte 
Zahl angenommen werden. Hieraus schließt man weiter, daß |V*(0l> IvKOli 
lv"(0l gleichzeitig für alle t beliebig klein gemacht werden können, indem 
der Index i geeignet gewählt wird, i kann dabei größer als eine beliebig 
gewählte Zahl angenommen werden. Auf Grund hiervon erkennen wir zu- 
nächst, daß für alle t F{t)>p gelten muß. F gehört also zu den am 
Anfang dieser Nummer 12 charakterisierten Funktionen. Wir haben somit 

G(F)>g. Wäre nun G(F)>g, so müßte VF^+IF^+T^ für einen ge- 
wissen <-Wert größer als g, also etwa gleich g + d (ö>0) sein. Sobald 
aber i genügend groß ist, haben wir G(f t )<ig + x und folglich für alle t 
d 



) / /? + /r + /T 2 <# + 2 • ^ Ur e * nen gewissen *-Wert haben wir also für ge- 
nügend große i 

Dieses Resultat ist jedoch mit dem oben bezüglich v,(0 Gesagten unver- 
einbar. Also ist G(F)=g. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Geht man nicht von der Gleichung (12.) aus, sondern von einer mit 
(12.) verwandten Gleichung und wählt für p denselben Wert wie im Fall dei % 
Gleichung (12.), so erhält man für die neue Gleichung genau denselben Wert 
von g, wie für die Gleichung (12.). Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt 
sofort aus dem am Schlüsse der Nummer 11 formulierten Resultat. 

13. Wir kehren wieder zu der Gleichung (12.) zurück und wollen 
zeigen, daß es nur eine Funktion f der am Anfang von 12. charakterisierten 
Art gibt, für welche G(f)=g gilt. Zu diesem Zweck nehmen wir an, es 
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seien f x und f 2 /-Funktionen der genannten Art und es gelte G(f l ) = G(f J ) = g. 

f _L f 

Dann ist cö=s- ,J -^-- , - i eine Funktion aus der zu (12.) gehörenden Schar. Wir 
haben außerdem (o^p. Somit ist auch w eine /-Funktion der genannten 
Art. Es ist ferner 

( 4^ ) %(^«y + (/"y")' + (^ / 0'+( A 'i s )V(^7ff)- 



Also wird 



_n+r'+fr+ft±fz±fr^ n , 



a»' + a»" + a."'<^-0c l + ^+/"), 



wobei x= 1 \> eine Funktion aus der zu (12.) gehörenden Schar bedeutet. 
Bezeichnen wir noch die untere Grenze von x 2 + x' 2 + z" 2 (für variable t) 
mit <f, so haben wir 



Va>W» n + <o'*<Vtf-q\' ^<^(«)<^-V. 9 = 0.*) 

Es folgt hieraus, daß |z|? |/'|? U"| gleichzeitig beliebig kleine Werte 
annehmen können. Bezeichnen wir nun flir den Augenblick mit c t ,c 2 ,c z 
die Parameterwerte für die Funktion x, erinnern wir uns ferner dessen, was 
wir im Anschluß an die Gleichungen (18.) gesagt haben, so sehen wir, daß 
c 1 = c 2 = 6' 3 = sein muß. Wir haben also # = d. h. /l = / 2 . Damit ist die 
Richtigkeit unserer Behauptung bewiesen. Wir können jetzt sagen: Haben 
ivir p>0 fest gewählt, so gibt es in den der Gleichung (12.) smcie ihren 
verwandten entsprechenden Scharen stets eine und nur eine Funktion, welche 
den Bedingungen /"]>/>, G(f) — 9 genüge leistet. 

14. Wir werden jetzt zeigen, daß diese Funktionen, ebenso wie ihre 
Ableitungen erster und ziveiter Ordnung, im weiteren Sinne mit den Peinoden 
ar n a 2 , . . . a m periodisch sind. 

Es mögen für das Phasensystem s 1 ,s 2) ... s, n die Funktion und ihre 
Ableitungen mit /, /", f\ die Parameter mit c lf c 2 , c 3 bezeichnet werden. 
Wir nehmen versuchsweise an, f, /", /" seien nicht sämtlich im weiteren 
Sinne periodisch mit den Perioden cf n c* 2 , ... a m . Dann kann man t- Werte 

9- und so auswählen, daß , ... sich von ganzen Zahlen beliebig 

wenig unterscheiden, während 



*) Nach dem obigen ist nämlich g^>0. 
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(i9oi^(*)-/w] , +i/'W-/'(*)] , +[/ , '(»)-r(«)j l >«>o 

(</ bedeutet eine gewisse positive Konstante, welche nicht von der 

Wahl der #, B abhängt) 

gilt Wir wählen eine unendliche Reihe von Paaren #, 0, flir welche die 
oben genannten Unterschiede von ganzen Zahlen nach konvergieren, 
während stets (19.) gilt. Setzt man für #, die genannten Paare, so hat 
die. Stelle mit den 3 Koordinaten u(&), v(f>), «*'(/>), */(#), u(6), v{6), 
u'(0), v'(0) eine Häufungsstelle u#, v &J ?/#, v' a ,u 0i v 0J u' o , v' . Man kann aus 
der Reihe der #, 6 eine zweite unendliche Reihe so wählen, daß die m(#), 
v(3), n'(&), t>'(.'>), u(0), v(0), u'(0), v\6) nach n„ v &} wi, ^, u„ v , <, r» 
konvergieren. Da ?£ (£) . t/ (/) — m' (<).. y (f) = c =t= , so ist u#. v'# — w^ . v & 
= u 9 . v' — ti',. v = c. 

Die mit s x + --,... s m + - kongruenten Phasensysteme haben eine 



ff, ' a»i 



Häufungsstelle *[,...**, wobei auch sj,...^ ein Phasensystem darstellen. 
Wir können aus der zuletzt erwähnten #-Reihe eine weitere unendliche 

Q. <} 

Reihe so wählen, daß gewisse mit sH — ,.••*»» H — kongruente Phasen- 

ffj ff/« 

Systeme nach £[,...$!„ konvergieren. Wählen wir die entsprechenden Ele- 

n ß 

mente der 0-Reihe, so konvergieren gewisse mit s x + - , . . . s m H — kongruente 

Phasensysteme ebenfalls nach *[,...*!». 

Wir fassen die Gleichung mit den Phasen s[ , . . . s' m ins Auge und 
wählen diejenigen zwei unabhängigen Lösungen derselben U, V, die durch 
U(0)=*u & , f/'(0) = ?4und F(0) = i^, V'(0) = v' 9 charakterisiert sind. Dann 
bilden wir 

<p = Cl U 2 +c 2 UV+c z V 2 , 

0' =c, 2UU'+c 2 (UV' + (/T)+c 3 2F V\ 

&'=c i {2U n -2Wip(t,s'))+a i {W'V'^ 

Hierbei bezeichnen Ci,c 2 , c 3 die am Anfang unserer Nummer erwähnten 
Parameter. Wir bedenken nun, daß u(t+ &), vfjt + ft) Lösungen der Gleichung 
mit den Phasen s x + — , ... s, u H — sind. Indem man in der d-Reihe genügend 
weit geht, kann man erreichen, daß u(ff), u'(i>) und y(#), «>'(#) den £/(0), 
f/ f (0) und f 7 (0), V'(0) beliebig nahe liegen, während die Phasensysteme 
s i+ - 7 ••• *« H — dem Phasensystem sj, ... s' m (abgesehen von ganzen Zahlen) 

41* 
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beliebig nahe liegen. Man kann also durch genügend weite Fortsetzung 
der #-Reihe erreichen, daß u(t + &), u'(t + 9) und v(t + d), v'(t+9) sich 
in einem vorher beliebig ausgewählten ^-Intervall den Funktionen (/'(/), U'(t) 
und V(f), V'(t) beliebig nahe anschmiegen. (Man vgl. die Betrachtungen 
in Nr. 10.) Dasselbe kann man hinsichtlich cp (t+ 8, s) einerseits, und cp (l, s') 
andererseits erreichen. Hieraus folgt dann weiter, daß man entsprechendes 
für ftt + ff), f(t+&), f"(t+d) einerseits, und *(0, *'(0»*"(0 andererseits 
erreichen kann. Da nun f(t+ff)>p, so ist folglich *(0!>«P> und da 



so auch 



V(*(i)f+ (*'(0) 2 +(*"(0) 2 <g. 

Somit ist ö(*)<fy. Andererseits ist #(*)>># und daher G(4>)=g. 
Hieraus folgt, daß *(0 nichts anderes ist als die von uns im vorher- 
gehenden eingeführte spezielle /-Funktion für das Phasensystem *!,...*!,. 
Wir bezeichnen, um dies anzudeuten, *(0=£(0> *'(0=/J(0> * #f (0=/J , (0- 
Wir wählen nun die beiden unabhängigen Lösungen L, M der Gleichung 
mit den Phasen s[, ... s' m , die durch L(Q) = u d1 Z/(0) = w-i und M(0) = v 0) 
Jkf'(0) = i;' tf charakterisiert sind. Dann bilden wir 

W f =c 1 2LL f +c 2 (LM , ^L t M) + c 3 2MM , 1 
V n =c 1 (2L f2 ^2L 2 (p(t,s t )) + c 2 (2L , M f ^2LM(p(t,s , )) 

Genau wie für die Funktionen 0, *', *" zeigen wir, daß 

no=/xo, y y '(o=/ , ;co, vco-tfco. 

Bei Fortsetzung der #-Reihe und 0-Reihe haben wir 

/•(^)^ Cl ^+c2^^+c 3 ^=*(0)=/:,(0), 

/ , "W-c l (2uJ?-2i*J v (0, 0)+c(2«>i~2H,P, y (0, 0) 

+ c J (2^-24y(0,O)=*"(0)=/;'(0) ) 

/•(ö)- '^(0)=/;,(0), /'(*)- no)-/;(0), /"(*)- vw-fjQS) 



LimV(/-(^)-/W+(/'G'>)-/'(ö))'+(/"(.9)-/"(Ö))' 2 = 0. 
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Nun ißt aber die links stehende Wurzel stets >q>0. Somit sind wir zu 
einem Widerspruch gelangt. Wir müssen daher unsere versuchsweise ge- 
machte Annahme aufgeben. Es sind daher /, f\ f" sämtlich im weiteren 
Sinne periodisch mit den Perioden a 1 ,a 2 ,...a m . 

Wir haben uns jetzt von der Richtigkeit des folgenden Satzes über- 
zeugt Es seien die zu Anfang der Nummer 10 formulierten Voraussetzungen 
erfüllt; es sei ferner eine positive Zahl p beliebig gewählt. Es existieren dann 
drei Konstanten g^g 2 ,g 3 von der Beschaffenheit, daß die Funktion 

f=9y+2g 2 uv+g z v 2 

der Bedingung f>p genügt und daß f, f\ f" im weiteren Sinne periodische 
Funktionen mit den Perioden a u a 2 7»«-«« sind 

15. Im folgenden benutzen wir den Umstand, daß man die lineare 
Differentialgleichung ~jtt + Xx = „integrieren" kann, wenn eine Funktion 
F(t) bekannt ist, von der man weiß, daß sie in der Form k^+l^uv+k^v 2 
darstellbar ist. (u, v sind zwei unabhängige Lösungen, k u k 2 , k z Konstanten, 
die nicht sämtlich verschwinden.) 

Indem wir die am Schlüsse der vorigen Nummer gebrauchten Be- 
zeichnungen beibehalten, beweisen wir zunächst, daß gigz~-gl>0 ist. Wir 
haben, indem wir der Kürze wegen für <p((,s) bloß tp schreiben, 

/ =9iU 2 +2g 2 uv+g,v' l 1 

f = 2[g l uu'+g 2 (iiv'+vu')+g,vv'] 1 

f" = 2[g l (u'*-u\) + 2g 2 (u'v'-uv<p) + g>(v' 2 -v 2 <p)] 

= 2(g l u* + 2g 2 u'v'+g>v")-2<pf. 

Hieraus folgt, wenn die Gleichung uv'—u'» = c berücksichtigt wird, 

* Lf "-t- ri -=(9i<h-&*-9r- 

Wir machen nun zunächst versuchsweise die Annahme ^^-jf^O. Wir 
setzen, indem wir mit a irgend eine Konstante bezeichnen, 
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Dann* ergibt sich 

<Pz t2f"f—f'f' + W\ 

Es ist also z eine Lösung der Differentialgleichung (12.). Wir finden 

log z— log y7 






\c\yg 

Da für alle t z zwischen endlichen Grenzen bleibt und f>p gilt, so ist 
für alle t 



fj<P> 



wobei C eine Konstante bedeutet. Nun haben wir aber f<c.K, wobei K 
eine positive Konstante ist. Für t>a finden wir also 



r*dt^ /* dt 1 n . 

/ J>J k—kC-")- 



Y<C gelten. Infolge des auftretenden 

a 

Widerspruchs müssen wir unsere versuchsweise gemachte Annahme fallen 
lassen. 

Wir machen nun zweitens versuchsweise die Annahme #i#3 — $ = 0. 
In diesem Fall setzen wir z = Vf und erhalten 

d'z 2ff"—f'f 

dt" if " ^ 

Also ist Vf eine Lösung der Gleichung (12.). Eine zweite von der vorigen 
unabhängige Lösung ist 

a 

Da unsere Gleichung nur endliche Lösungen besitzt, so gilt für alle t 
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wobei G eine positive Konstante bedeutet. Da immer f>p, so haben wir 
für alle t 

dt _ G 



r'd± G_ 



Vp 

Daß dies unmöglich ist, erkennen wir, wie im vorhergehenden Fall. Wir 
müssen daher unsere versuchsweise gemachte Annahme aufgeben. Somit ist 

Wir setzen nunmehr 

z = ]/f cos [c Vg l g 3 - gl f /+*]> 

a 

wobei k> a irgendwelche Konstanten sind. Dann ist 

Somit ist z eine Lösung der Gleichung (12.). Die allgemeine Lösung 
unserer Gleichung hat also die Form 

x = c x Yfcos(h f f ) + c 2 Yj sin Qi f y), 

a a 

wobei h = cYg\g* — gl ist. Setzen wir noch 7- = /?, so ist R eine im 
weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden « M ct 2 , ... a m . Sie 
besitzt Ableitungen R und R", von denen das gleiche gilt. R ist für alle t 
> als eine positive Konstante. Die allgemeine Lösung wird 

cos / Rdt sin / Rdt 



i f Rdt sin j 



(20.) x = k x — a , — + k 2 —±-r- • 

V J * YR YR 

Statt dessen können wir auch schreiben 

x= 7r c08 (./ Rdt+c x ), 
^ 

wobei k und c x willkürliche Konstanten sind. Ans den Eigenschaften von 
R folgt, daß / Rdt eine Größe ist, die mit wachsendem u abnimmt und 
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jeden reellen Wert einmal annimmt. Man kann hiernach das allgemeine 
Integral in der Form 

(21.) £ = -^cos f* Rdt 

' e 

schreiben, wobei k und c willkürliche Konstanten sind. 

V. Die reduzierte Differentialgleichung (Schluß). 
16. Es möge die Differentialgleichung 

(22.) j£ + *(0* = 

vorliegen, wobei 4>(j) eine für alle t definierte im weiteren Sinne periodische 
Funktion mit den Perioden a„ «*,...«,„ bedeutet. Wir machen die Voraus- 
setzung, daß die Gleichung (22.) zwei unabhängige, im weiteren Sinne mit den 
Perioden 6, , b 2l , . . b^ periodische Lösungen besitzt. Denselben Charakter haben 
dann alle Lösungen von (22.). Da infolge der genannten Annahme die 
Resultate des vorigen Kapitels anwendbar sind, so können wir zwei unab- 
hängige Lösungen in der Form 

u= / .... cos / Rdt, v = - — sin / Rdt 

darstellen. Hierbei ist R eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit 
den Perioden a x ,a 2 , ...a m . Sie besitzt Ableitungen R! und R", von denen 
das gleiche gilt. R ist für alle t > als eine positive Konstante. Wir 
können nach dem Gesagten die positiven Konstanten a, b so gewählt denken, 
daß für alle t «<Ä<6 gilt. 

Wir führen nun folgende Bezeichnungen ein 

r = j^ = Vi?T?, <p = flldt. 

<p wächst mit wachsendem t, und wir haben i y(^) — y (0 1 <C \b \t 2 — t t \ . Liegen 
''"7 2 ,...- I ^ : - 1 ganzen Zahlen genügend nahe, so werden gemäß der zu Anfang 
dieser Nummer formulierten Voraussetzung 

A — ?\ cos (px — r 2 cos <p 2 und B = ?\ sin ip x — r % sin cp 2 
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absolut beliebig klein.*) Dasselbe gilt hiernach von 

A • r 2 sin <p 2 - B- r 2 • cos <p 2 = ^1 1\ sin (y 2 — cp ,) 



and 



4 • r 2 cos <y> 2 + B* r 2 8in </> 2 = A 7' 2 cos (ip 2 — </0 — r? 



2 



= r t r 3 [co8(9) 3 - Vi)- 1] + r *( r i - r d • 

Dasselbe gilt also auch, wie leicht zu sehen, von sin (</> 2 — <Pi) und 

cos (</>2 — </>i) — 1. Somit wird auch der Unterschied von^-^ von einem 

T T — = 
Vielfachen von 2rc beliebig klein. Liegen also .-, . .. x - (T;>0) ganzen 

Zahlen genügend nahe, so haben wir y(*+7 7 ) — y (Q = w-2ti + *, wobei |f| 

beliebig klein ist. Ist T in der Weise fest gewählt, daß immer M< ^ 

angenommen werden kann, so folgt aus der Stetigkeit von cp, daß für alle t 

n denselben T entsprechenden Wert hat. Es sei nun Ty> 1 in bestimmter 

Weise so gewählt, daß H^*/ gilt, wobei q eine beliebige der Bedingung 

2< fc j genügende positive Zahl bedeutet.**) Wir haben 

y(f+7 , )-y(0 = M.27i + f 1 ,. 
<p(t + 2T)-<pQt+T) = n.2n + *t, 



vO+rT)-<p(t+(v-l)T) = n.2n + *„ 

y(^+yr)-y(0 = y[n,27i+ £,+£> ^''' + -], 
i«ii, W, ... U r l<?. 
Ist nun 6 = r.T+& (die ganze Zahl *>0, O<0<r), so wird 

<p(t+0)-tp(t)^(p(t + O)-<p(t+vT) + y(t+vT)-< r .(Q 

= r[n.2n + {q}]+\b\3\U 
(\z\ bedeutet eine Zahl, deren Absolutwert <;s). 
Somit 



- — < 71.- — "nrt' 



*) Die Indices 1 und 2 beziehen sich auf t, und t. r 
**) Eine solche Wahl von T ist immer möglich. 
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Wenn v genügend groß ist, so haben wir 

y(t+d) -q>(t) _ 2n [9 , 

Dies tritt immer ein, wenn 6^>K, wobei K eine gewisse positive Konstante 
bedeutet.*) Ist X >K, 6 2 >K, so gilt 

(23.) y-ft + fl,)-yft) yfe + g,)-y(Q ^ 4?# 

Wir sind jetzt zu folgender Aussage berechtigt: Es sei q eine beliebig 
gewählte positive Konstante. Es gibt dann eine positive, q entsprechende Kon- 
stante K von der Beschaffenheit, daß die Ungleichung (23.) stets gilt, sobald 
X und 2 größer ah K sind, welche Werte im übrigen t x , t 2 , 0, , 2 auch haben 
mögen. Hieraus schließen wir: Es gibt eine solche Zahl a, daß man 

.90 + 0)- 9(0 n \ 

; -e~ -~ ö l 

beliebig klein machen kann (und zwar gleichzeitig für alle t), indem man 
genügend groß wählt. 

Um dies zu begründen, mögen ff, 0", ff" ... so angenommen sein, 
daß sie nach oo konvergieren. Man wähle, ff, ff\ ff" usw. entsprechend, 
(,t",("... nach Belieben. Dann konvergieren 

9(tj+_ff)-9_i tl ) ?(*"+ *") -?(*") 

nach einer bestimmten Zahl; denn die Unterschiede zweier Glieder der 
letzten Reihe können absolut beliebig klein gemacht werden, indem mau 
eine genügend große Zahl der ersten Glieder ausschließt. Die genannte 
Grenze sei o. Es werde nun *;>0 beliebig gewählt. Wir bestimmen 
dann k^>0 in der Weise, daß 



; ?(*, + «■) - vft) _ 9&+0J-9&) 



r. r X 



wenn &i>k und 2 >k. Ferner bestimmen wir einen so großen Index p, 

daß das Glied 

■ yftg + flQ— y(*Q 
de 



*) Wir denken uns K so gewählt, daß alle Zahlen, die >K sind, -Werte 
darstellen. 
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aus der vorhin genannten Reihe den Bedingungen 



0e 



genügt. Ist nun 0>k, so haben wir 



I <p(t+ö) — y(Q yfte+flg) — y(g) j _■ x 

I öe " 1^2 



»(# + *)-*(*) 



0e 



^2 ' 



Also 



o <^^. 



Damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung bewiesen, JRr behaupten 
nun ferner, daß \p(t) = (p(f) — o-t im weiteren Sinne periodisch ist mit den 
Penoden b x ,b 2} ...&„. Den Beweis für diese Behauptung geben wir in der 
nächsten Nummer, 

17. Wir nehmen versuchsweise an, unsere Behauptung sei nicht 
richtig. Dann gibt es eine solche Konstante y>0, daß folgendes gilt: 
Allein durch die Bedingung, daß -*T— (i= 1, 2, ... fi) sich von ganzen Zahlen 
genügend wenig unterscheiden, kann \ip(t 2 ) — vOOl nicht <y gemacht werden. 
Man kann daher Werte t und ^ + ** ( T >0) derart angeben, daß > (i = 1, 2, ... ^u) 
sich von ganzen Zahlen beliebig wenig unterscheiden, während |i/>(/ + t) 

-v(0i;>y- 

Wir wählen nun eine Größe d der Bedingung 0<C<J<c£ gemäß, 

sonst beliebig. Unterscheiden sich dann | (t = 1, 2, ... /i) von ganzen Zahlen 
um weniger als eine bestimmte positive Größe, so haben wir (p(t + r) — <p(t) 
= n-2:rc + f, |*|<#. n ist r zugeordnet, ändert sich aber mit t nicht. (Man 
vgl. den Anfang der <p betreffenden Erörterungen in der vorigen Nummer.) 
Nunmehr denken wir uns t = t 01 t = t o >0 so gewählt, daß |V'(<o + *o) 
— i//(^,)|>^, <p(t + T ) — jp(f) = tt-2rc+*, !*!<£• < ist hierbei beliebig, 
n fest. Wir haben 

V ( Aj + T <>) - V 7 (Ai) - </> Co + *<>) - y> (O — ff t„ = w • 2 7i + €j — a r ü? 

9>(Ai + 2r„) — y C + r,,) - öt ( , = « • 2 ji + e 2 — ffT , 

42* 
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y(^ + j/r )~(/)(/ l + (?/-l)r IJ )-aT ü =n.27i+€ y -aT (M 

|'M-27r — aTo + fjj^'y, |w-2^ — aruj + c^y, |tt-2rc — a7„|:>y — <)\ 

V^o+J'-O-vCO „ _w-2w — ar„ , *, + €, + •-+«* 
. .... ^ — |_ 

"•*. «■. »•«•. 

" >r o I *o T o *. 

Dies gilt, wie man auch fi der Bedingung 0<Crf<C^ gemäß gewählt haben 

möge. Wir wählen <T<J; dann ist 2 <?<;£, y-2<?>£, y:z ^>/-. 
Nach einem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze können wir 



y(U»Q -y(Q g 



<* 



machen, wenn wir nur v genügend groß wählen. Dies ergibt einen Wider- 
spruch zu dem eben gefundenen Resultat. Somit müssen wir unsere ver- 
suchsweise gemachte Annahme (vgl. den Anfang von Nummer 17) fallen 
lassen. Wir haben dahei* 

/t 
Rdt=<p(t)=o-t + im weiteren Sinne per. Funktion m. d. Per. i n •••&,,. 



Nach Nummer 7 ist o der konstante Teil von R und der zweite Sum- 
mand de? % rechten Seite ist eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit 
den Perioden « n a 2) ... a m . 

18. Die Voraussetzungen, unter welchen das Resultat der vorigen 
Nummer abgeleitet wurde, können durch allgemeinere ersetzt werden. Es 
genügt nämlich die Annahme, daß die Gleichung (22.) zwei unabhängige 
Lösungen besitzt, von denen die eine uo im weiteren Sinne periodisch mit irgend 
welchen Perioden ist, während die andere für alle t zwischen endlichen 
Grenzen bleibt. 

Um diese Behauptung zu beweisen, bezeichnen wir mit ii,^,...^ 
ein Periodensystem von co; dieses System wählen wir so, daß die a,, a 2y ... a m 
unter den 6 n 6 2 > ••• b M vorkommen. Eine solche Wahl ist natürlich möglich, 
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da man jedes Periodensystem durch beliebige von Null verschiedene Größen 
ergänzen kann. Nach der am Anfang dieser Nnmmer gemachten Voraus- 
setzung können wir zwei unabhängige Lösungen von (22.) in der Form 

1 r* 1 r l 

u=- cos / Rdt. w=— -rsin / Rdt 

schreiben, wobei bezüglich R dieselben Aussagen gelten wie am Anfang von 
Nummer 16. Wir haben 

u) = Cl u + c % v= &*■-> T-p^r cos (* Rdt + ~- c ! .-_= sin f* Rdt] 

= V£l±4cos(/'' Rdt + a). 

Hierbei bezeichnen c n c 2 , a gewisse Konstanten, von denen die beiden ersten 
nicht gleichzeitig verschwinden. 

-^ = co' liegt offenbar für alle t zwischen endlichen Grenzen; dasselbe 

gilt daher von j -~ [dt = f cd" dt. Nun zeigen aber unsere Voraussetzun- 

o 

gen, daß co" im weiteren Sinne periodisch mit den Perioden 6,,& 2 , ... 6,, ist. 
Wir schließen daher aus dem Gesagten, daß auch v/ eine im weiteren 
Sinne periodische Funktion mit den Perioden b l ,b % ,...b ft ist. Es gilt ferner 



\\R V ' \R 

Yr 



&--**£*-"(/**+•>• 



^ + _-i Bili ( f'Rdt + «) = J^ = i. w. S. per. Funkt, m. d. Per. Ä, , . . . b, . 
Nun ist aber 

eine von co unabhängige Lösung der Gleichung (22.). Wir sind damit 

wiederum zu den Voraussetzungen von Nummer 16 gelangt; unsere Be- 
hauptung ist daher bewiesen. 
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19. Es möge die Differentialgleichung 

(24.) ^+*(0.*=0 

vorliegen, wobei </> (/) eine für alle t definierte im weitereu Sinne periodische 
Funktion mit den Perioden « l7 rc 2 , ... a m bedeutet Die Gleichung (24.) möge 
zwei unabhängige zwischen endlichen Grenzen bleibende Lösungen be- 
sitzen. Dann kann die allgemeine Lösung von (24.) nach Kapitel IV. in 
der Form 

(25.) x = -~r cos f'ltdt 

c 

dargestellt werden. Hierbei bezeichnen k und c Integrationskonstanten. 
R ist eine im weiteren Sinne periodische Funktion mit den Perioden 
a u a 2l ...a w . Sie besitzt Ableitungen R! und R'\ von denen das gleiche 
gilt. R ist für alle t^> als eine positive Konstante. Wir wissen aus 
Nummer 17, 18, daß (24.) dann und nur dann eine im weiteren Sinne 

Rät in der Form 



(26.) f*Rdt = o.t+ i. w. S. per. Funkt. 



darstellbar ist; im letzteren Fall sind alle Lösungen im weiteren Sinne 
periodisch. Man könnte nun die Frage aufwerfen, ob nicht die zu Anfang 

unserer Nummer gemachten Voraussetzungen hinreichen, um die Darstellbar- 

/t 
Rdt in der Form (26.) zu gewährleisten. Diese Frage ist, wie 

wir zeigen wollen, in verneinendem Sinne zu beantworten. 

Zu diesem Zwecke wählen wir eine Funktion cp (f) der in Nummer 8 
angeführten Form und bestimmen hierauf eine Konstante e in der Weise, daß 
e + cp(t) für alle t größer als eine gewisse positive Konstante wird. Der 
Ausdruck 

Vr { 1 rÄ ™* f\e+cp(t)]dt 

stellt dann das allgemeine Integral der Differentialgleichung 

^ l '> df ~ X L ■ 4(« + q>f ~~ J 
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dar. Diese letztere Differentialgleichung ist von der Form (24.) und hat 

nur zwischen endlichen Grenzen bleibende Lösungen. Besäße nun Gleichung 

/t 
[e + (p(t)]dt 

in der Form ° 

f\ e + ( P (0] dl = o. 1 4- i. w. S. per. Funktion 

i) 

darstellbar sein, o wäre der konstante Teil von e + cp(t), d. h. —e. Wir 
hätten also 

tp (t) dt =s i. w. S. per. Funktion. 



Dies widerspricht aber dem in Nummer 8 gefundenen Resultat. Also 
besitzt die Gleichung (27.) ungeachtet dessen, daß sie den am Anfang von 
Nummer 19 genannten Voraussetzungen gentigt, keine im weiteren Sinne 
periodischen Lösungen, q. c. d. 

VI. Die nicht reduzierte Differentialgleichung. 

20. Die Behandlung der nichtreduzierten Differentialgleichung gründen 
wir auf ein allgemeines Theorem, zu dessen Darstellung wir nunmehr über- 
gehen. Es möge das System linearer Differentialgleichungen 



(28.) 



-^=P 11 ^1+Pl2^2 + -+Pln^n + Rl 1 



dt 

ix, 
dt 

dx, 
dt 



-3 =p 2lXl +p 22 x 2 + .- +p 2n x n + R 2 , 



= PnX *1 +Pn2*2 + ' ' ' + Pnn^n + ü n 



vorliegen. Hierbei bedeuten die p ix und R^ für alle t definierte im weiteren 
Sinne periodische Funktionen mit den Perioden a x , a 2l ... a m . Wir bilden 
nun die allgemeine Form eines „mit (28.) verwandten" Systems, d. h. eines 
Systems, welches aus (28.) erhalten wird, indem man die j> IJf (0, ^(0 durch 
p itt (t, a u<f2i • •• Oi RimQiOu a *i ••• O er8etzt ; a \i 2, ...^ ro ist dabei irgend 
ein Pbasensystem. Man erhält 

(29.) *£=Pa(t, a)x t +p 2 (t, a)as,+ ». +p in (t, o)x n + R i (t 9 a). 

(. = l,2,...n) 
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Außerdem schreiben wir das (29.) entsprechende reduzierte System an, d. h. 
das System 

(30.) -£ =p ü (t, a)x x + p n (t, o)x 2 + ... + p in (t, o)x n . 

(t=I,2,...M) 

Theorem. Es sei bekannt, daß wenigstens für ein bestimmtes spezielles 
Phasensystem die Gleichungen (29.) eine Lösung besitzen, deren absoluter Betrag 
nicht beliebig große Werte annimmt.*) Andererseits sollen die Differential- 
gleichlingen (30.), wie man das Phasensystem auch gewählt haben möge, 
niemals eine Lösung besitzen, deren absoluter Betrag wohl beliebig kleine, nicht 
aber beliebig große Werte annimmt.**) Dann besitzen die Differentialgleichungen 
(29.) bei allen Phasensystemen mindestens eine Lösung, deren Elemente im 
tveiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden a l} a 2} ... a m sind. 

Ehe wir uns mit dem Beweise dieses Satzes beschäftigen, wollen 
wir einige Worte über die gemachten Voraussetzungen sagen. Die letzteren 
zerfallen in zwei Teile, wobei in der obigen Formulierung der zweite Teil 
mit den Worten „Andererseits sollen die Differentialgleichungen (30.) usw." 
beginnt. Man könnte die Frage aufwerfen, ob überhaupt unter Umständen 
dieser zweite Teil der Voraussetzungen nicht erfüllt sein kann. Dieser Fall 
kann, wie wir zeigen werden, bereits bei der Differentialgleichung 1. Ordnung 

(31.) d*=P» x 

eintreten. Es sei nämlich p n eine für alle t definierte im weiteren Sinne 
mit den Perioden a xi a 2 , ... a m periodische Funktion. Der konstante Teil von 
p n sei gleich Null und p n besitze kein zwischen endlichen Grenzen bleibendes 
Integral. Die Existenz von Funktionen mit diesen Eigenschaften haben wir 
in Nummer 8 bewiesen. Ferner ist uns aus Nummer 9 bekannt, daß man 
ein solches Phasensystem s l1 s 2l ...s m finden kann, daß 

(32.) /jPii(',Orf'<0 

gilt. 

*) Mit dem Namen „absoluter Betrag der Lösung mit den Elementen x iy #,, ... x n u 

bezeichnen wir die Funktion V^';'+^iJH \-*i. Nimmt der absolute Betrag unter 

anderem Werte an, die größer (kleiner) sind als eine beliebig gewählte positive Zahl, so 
sagen wir, er nehme beliebig große (kleine) Werte an. 

**) Von der Lösung #, =2?, ==..' = ^ n =0 sehen wir dabei natürlich ab. 



Bohl, über eim Differentialgleichung der Störungstheorie. 311 

/"piiCM)«" 

x = (f l <1 

ist eine Lösung von 

dx ,. N 

Tt =Pn(t,s)x. 

Der absolute Betrag der betrachteten Lösung, d. b. x, nimmt offenbar be- 
liebig kleine Werte an, da das Integral (32.) nicht zwischen endlichen 
Grenzen bleibt. (Man vergleiche den Schluß von Nummer 7.) Damit ist 
die Richtigkeit unserer Bemerkung bewiesen. 

Ungeachtet des eben gesagten kann man die weitere Frage auf- 
werfen, ob der zweite Teil der Voraussetzungen nicht fortfallen kann. Diese 
Frage muß ich vorläufig unentschieden lassen. Nach dieser Abschweifung 
gehen wir nunmehr zum Beweise unseres Theorems über. Diesem Zweck 
ist der Rest dieses Kapitels gewidmet. 

21. Es möge, der Voraussetzung entsprechend, eine solche Lösung 
#i(0i ^(0» •••• r "(0 der für das spezielle Phasensystem o[, o' 2 , ... o' m gebildeten 
Gleichungen (29.) vorliegen, daß ihr absoluter Betrag <^k bleibt. a[\ a 2 \ ... (C 
sei irgend ein zweites Phasensystem. Es gibt solche t- Werte, daß 

— + a[ — o", ... — h a' m — o" k sich von ganzen Zahlen beliebig wenig Unter- 
em <*ro 

scheiden. Es gibt auch solche t -Werte, daß die genannten Größen sich von 
ganzen Zahlen beliebig wenig unterscheiden, während Xi(f), ... x n (i) von 
festen, der Bedingung Va]-] h«»<;£ genügenden Größen a n a 2 , ... a n be- 
liebig wenig abweichen. Dies folgt leicht mit Berücksichtigung des Um- 
standes, daß für alle t V^+- + ^<C^ S 1 ^- Wir bemerken ferner, daß 
x iXß + r )y ••• X n(* + T ) den Gleichungen (29.) genügen, wenn als Phasen 
Größen genommen werden, die sich von — + aj,... — -\-o m um ganze Zahlen 
unterscheiden. Man kann nun nach dem gesagten r so wählen, daß 

1. — + o[ 1 ...— + o' m sich von o", ... a",, abgesehen von ganzen Zahlen, 
beliebig wenig unterscheiden, 

2. #i(t), ....T n (r) den Zahlen a^...a H beliebig nahe liegen. 
Man kann also r so wählen, daß 

1. x x (t + r), .. .x n (t + r) den Gleichungen (29.) genügen, wenn als 
Phasen Größen genommen werden, die sich von a", ...a* beliebig wenig 
unterscheiden. 

2. #i(t), ...x n (r) den Zahlen a xi ...a n beliebig nahe liegen. 

Journal für Mathematik ßd. 131. lieft 4. 43 
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Wir fassen nun diejenige Lösung £,, ... £ w der für die Phasen a[\ ... a^ 
gebildeten Gleichungen (29.) ins Auge, deren Elemente für ^ = die Werte 
a u ...a n annehmen. Wir behaupten, daß für alle t } / g* l + ••• + £«<£ gilt 

Zum Beweise nehmen wir versuchsweise an, es sei V£?H \-£l^>k für t= T. 

Liegt dann eine Losung //,, ...//„ der Gleichungen (29.) bei ev. von a[\ ...o„ 

verschiedenen Phasen vor, so wird für t—T auch ] jr rfi-\ \-rj l n >k gelten, 

wenn nur die neuen Phasen genügend nahe a[\ ... <C liegen und r/i(0), ... rj H (0) 
sich genügend wenig von a u ... a n unterscheiden. Nun kann man aber nach 
dem obigen r so wählen, daß #i(f + r), ...#»(* + r) eine Lösung der Glei- 
chungen (29.) darstellen, wobei die Phasen a", ...a", beliebig nahe liegen 
und .^(r), a* 2 (r), ,...r n (r) den Zahlen a l ,a 2 ,...a„ beliebig nahe kommen. 
Somit wäre es möglich, r so zu wählen, daß 



n*.(*'+T)r+...+[*ur+T)r>* f 

was dem obigen widerspricht. Somit gilt immer 

Wir haben also gezeigt: Besitzen die Gleichungen (29.) für ein System der 
Phasen eine Lösung, deren absoluter Betrag < k bleibt, so gilt dasselbe für 
die Gleichungen (29.) bei allen Phasensystemen. 

22. Für ein gewisses Phasensystem mögen die Gleichungen (29.) 
eine Lösung besitzen, deren absoluter Betrag für alle t < k ist. Das genannte 
Phasensystem legen wir zunächst unseren Betrachtungen zugrunde. Die 
Zahlen /*, für welche Lösungen existieren, deren absoluter Betrag <A bleibt, 
haben eine untere Grenze </<;&. Man kann zeigen, daß g selbst zu den 
Zahlen h gehört. Zum Beweise nehmen wir versuchsweise das Gegenteil 
an. Dann gibt es in beliebiger Nähe von g Zahlen A, welche der Bedingung 
g<Zh<Ck genügen. Es ist, wie leicht zu sehen, möglich, Lösungen anzu- 
geben, deren Elemente für t = gewissen festen Zahlen «j,a 2 , ...«„ beliebig 
nahe kommen und deren absoluter Betrag für alle t <;/* ist, während h sich 
von y beliebig wenig unterscheidet. Wir fassen nun eine Lösung (o ins 
Auge, deren Elemente für / = gleich a u -a 2l ... a n sind. Der absolute Betrag 
dieser Lösung muß für alle t gleich oder kleiner als g sein. Wäre nämlich 
für t = T der absolute Betrag von v> gleich g + p, ^>0, so könnte man 
nach dem obigen Lösungen finden, die sich der Lösung m im Intervall von 
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bis T beliebig nahe anschmiegen und deren absoluter Betrag für alle / 
<tg + £ bleibt. Dies ergibt aber einen Widerspruch. Somit bleibt der 
absolute Betrag von w für alle t gleich oder kleiner als g, und es gehört 
daher g selbst zu den Größen h. Damit ist der geforderte Beweis geliefert 
Wir wählen nun ein anderes Phasensystem. Nach Nummer 21 gibt es auch 
dann eine Xösung, deren absoluter Betrag <zg bleibt. Es gibt aber keine 
Lösung, deren absoluter Betrag <;;'<</ bleibt. Andernfalls würde nämlich 
aus Nummer 21 folgen, daß auch im Falle des ersten Phasensystems eine 
solche Lösung existiert, was nicht der Fall ist. Wir haben somit bewiesen: 
Es gibt eine solche Zahl g, daß jedes der mit einander verwandten Systeme (29.) 
eine Lösung besitzt, deren absoluter Betrag für alle t gleich oder kleiner als 
g bleibt, während keines der mit einander verwandten Systeme (29.) eine 
Lösung besitzt, deren absoluter Betrag für alle t gleich oder kleiner als 
y<Zg bleibt. 

23. Wir werden nun zeigen, daß jedes der Systeme (29.) nur eine 
Lösung besitzt, deren absoluter Betrag <;</ bleibt. Zu diesem Zweck wählen 
wir ein Phasensystem o",&2,...o" m fest aus und nehmen versuchsweise an, 
das diesen Phasen entsprechende System (29.) besitze zwei verschiedene 
Lösungen, für welche der absolute Betrag <^ bleibt. Die Elemente dieser 
Lösungen seien #I,äJ, ...a£ und a", 4', ...*". Auch — ~\— , — - "£- * sind 
dann die Elemente einer Lösung; ferner sind x[ — x[\ ...#* — #« die Elemente 
einer nicht trivialen Lösung des entsprechenden reduzierten Systems. 
V(x[ — #i')M K*i — x ») 2 nimmt, wie aus der Voraussetzung folgt, nicht be- 
liebig kleine Werte an; es kann daher eine positive Zahl c so angegeben 
werden, daß für alle t 



gilt Wir haben 

(fL^V)' + ... + (^--)' + (''.7"y + - + ^-^y 



rf2 



Also 



(i+<)v.. + (*+*")'<^. 



43* 
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Der absolute Betrag der Lösung ! ^ ! , . . . --"^p -1 * 8t demgemäß stets 

kleiner als yg 7 — -r^g- Dies widerspricht aber dem in der vorigen Nummer 
gewonnenen Resultat. Somit ist unsere versuchsweise eingeführte Annahme 
abzuweisen und unsere zu Anfang von Nummer 23 ausgesprochene Be- 
hauptung richtig. 

24. Die dem Phasensystem a xi a 2 , ... a m entsprechende im vorher- 
gehenden charakterisierte Lösung*) möge mit ü) { (t, a^ ... a in ) (i = l,2, ... n) 
bezeichnet werden. Wir behaupten, daß alle Elemente derselben im weiteren 
Sinne periodische Funktionen mit den Perioden « n a 2 > •••«■• sind. Um dies 
für (o a (t y oj, ... o' m ) zu beweisen,**) nehmen wir versuchsweise an, die Be- 
hauptung sei für u) a (t, o\, ... o' m ) nicht richtig. Dann kann man eine posi- 

t"—t' t" t 1 

tive Zahl p und t- Werte i und f so angeben, daß .... sich von 

ganzen Zahlen beliebig wenig unterscheiden, während |o> a (£',a') — <o a (t", g')I5>/> 

gilt. Bedenkt man, daß der absolute Betrag der Lösungen oi,(f, a t ,... a m ) 

(*'=1,2, .../*) stets <;# bleibt, so erkennt man: Es gibt solche t- Werte f 

t* ^' t'—t" 

und f", daß , •••- sich von ganzen Zahlen beliebig wenig unter- 

scheiden, während co^, a'), ... co n (/', a') gewissen festen Werten £[,£,, ...A£ 
(üi (*", a'), ... (v n (t", a') gewissen festen Werten h", Iß, ... Iß beliebig nahe 
liegen. Dabei gilt 



V*? + ••• + *?< sr, VC + - + C<</, \K-K\> P . 

Man kann auch, wie leicht zu sehen, ( und t" so wähleu, daß nicht nur 

die eben genannten Bedingungen erfüllt sind, sondern auch die weiteren, 

t' t' 

daß gewisse, den Größen — -f a[, ... -- +a^ kongruente Zahlen, sowie auch 

f t" 

gewisse, den Größen - + a\ , . . . -f o m kongruente Zahlen bestimmten Größen 

s u s 2 ,...s m beliebig nahe kommen. 

Wir wollen nun diejenige den Phasen s M ... s m entsprechende Lösung X 

ins Auge fassen, deren Elemente für / = die Werte k\, k' 2 , ... k' n haben. 

a>i(t+r } a'), ... t/> n (£-fr, a') sind die Elemente einer Lösung, welche den 

Phasen — + aj, ... % +o' m entspricht Die Werte dieser Elemente für £=0 

Ct. Ctm 



*) Es ist hier und im folgenden stets von Lösungen der Gleichungen (29.) die Rede. 
**) a ist irgend einer der Indices 1, 2, ... n; o\. o'^, ... o' m ist irgend ein spezielles 
Phasensvstem. 
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sind (o x (r, a'), ... cu w (r, a'). Aus dem in dieser Nummer gesagten folgt, daß 
man r so wählen kann, daß co^r, a'), ... w n (r, a') £[, £ 2 , ... k' n beliebig nahe 
kommen und daß gewisse -+al,... *- + o' m kongruente Zahlen den Größen 
^1^2, •••*» beliebig nahe liegen. Es ist daher für ein beliebig großes, f=0 
umfassendes Mntervall möglich, der Lösung X eine solche andere (ev. anderen 
Phasen entsprechende) Lösung beliebig genau anzuschmiegen, daß der abso- 
lute Betrag der letzteren stets <;# bleibt. Hieraus folgt, daß der' absolute 
Betrag der Lösung X stets <</ ist. Die Elemente der Lösung X sind daher 

<»lQ, *li •-. Ol — m n(*> *1| — O' 

Wir fassen nun zweitens diejenige, den Phasen s n s 2 , ... s m entsprechende 
Lösung fi ins Auge, deren Elemente für f = die Werte &'/, k%, ... k'^ haben. 
Wir beweisen genau wie für die Lösung A, daß die Elemente von fi nichts 
anderes sind als 

«>, (t, S u ... Ol ••' ">» (t, S u ... Ol 

so daß X und ,u zusammenfallen. Dies ist aber unmöglich, da \k' a — K\>P* 
Somit ergibt sich ein Widerspruch; wir müssen daher unsere versuchsweise 
gemachte Annahme fallen lassen. Unser Satz ist damit bewiesen. 



VII. Die nichtreduzierte Differentialgleichung (Schluß). 

25. Wir ergänzen das im letzten Kapitel gesagte durch folgenden 
Satz: Es sei bekannt, daß die Gleichungen (29.) aus Nummer 20 für ein be- 
stimmtes Phasensystem tfi,a 2 , ... o' m eine Lösung besitzen, deren Elemente x t (t), 
#2 (0 , ... x n (t) im weiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden 
«!, a 2 , ... a m sind. 

X\ (*> <*!'- <*i\ • •-<£ — Oi ••• x n Ci °" - a ii ••• a ». - O 

(wobei d{, o 2 ', ... a^ irgend ein Phasensystem darstellen) sind dann die Elemente 
einer Lösung der für die Phasen o", a 2 ', ... a^ gebildeten Gleichungen (29.). 

Um diesen Satz zu beweisen, bilden wir die Gleichungen (29.) für 
o l = o'^ ... o m = o' t l und bezeichnen mit co ly w 2 , ... w n die Elemente derjenigen 
Lösung, welche durch die Bedingungen 

oi 1 (0) = j: 1 (OX/-^i--.^-Oi---«.(0) = ^(O i o; i -o; i ...cC-0 
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bestimmt ist Mit (o x (f) , . . . (o n (t) vergleichen wir #, (t + %) , . . . x n (t + t), wobei t 
eine Konstante bezeichnet. Die letzteren Größen sind die Elemente einer 
Lösung von (29.) für a i = a[ + — ,... a m = o' m H — . Wir haben 

x t (t + r) = x 1 (t, ^ , ... ^),... x H (t + r) = x H (t,~ , ... f), 

* i (t) = x i (0,^ 1 ... —),... ^(t)=«.(0,J-,...^-). 

Nun kann man r so wählen, daß die unter einander stehenden Zahlen der 
Reihen 



% % % 

i * • • • % 



er. o, or m 



,»r 



Oj — a n a 2 — a 2 , ... <j m -<j wo a n a 2 , ... a m 

sich, abgesehen von ganzen Zahlen, beliebig wenig unterscheiden. Man 
kann demnach t so wählen, daß in einem willkürlich aber fest gewählten 
endlichen ^-Intervall die #i(* + t), ....^(f+r) sich erstens den a^ (/),... cü„(*) 
und zweitens den ^ (J, a"— a| , . . . o„ — a) tt ), . . . x n (t, al'— aj , . . . a» — o' m ) beliebig 
nahe anschließen. Hieraus folgt 

Damit ist unser Satz bewiesen. 

Es mag an dieser Stelle noch folgende Bemerkung eingeschaltet 
werden. Wir haben in der Nummer 7 des III. Kapitels bereits erwähnt, 
daß durch andere Anordnung unserer Untersuchungen der in der genannten 
Nummer bewiesene Satz unmittelbar als richtig erkannt werden kann. In 
der Tat ist derselbe offenbar ein Spezialfall des im Kapitel VI bewiesenen 
Satzes. 

26. Wir gehen nun zum Beweise eines weiteren Satzes über. 

Es mögen die Differentialgleichungen 

dx' 
(33.) ^ ? = ?fl*i + ?o«a + — + ?*.«« 0=1,2,...») 

vorliegen. Hierbei bedeuten die q u für alle t definierte im weiteren Sinne 
periodische Funktionen mit den Perioden a lJ a 2l ...a in . Es sei bekannt, daß 
diese Differentialgleichungen nur Losungen mit begrenztem absoluten Befrag 
besitzen. Ferner möge 
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für alle t zwischen endlichen Grenzen liegen. Dann besitzt keines der mit 
(33.) verwandten Systeme 

da- 
(34.) { ft^qn(t,o)x l + q n (t J o)x 2 -\-.-. + q in (t y o)x n 0=1,2...,) 

eine (nicht triviale) Lösung, deren absoluter Betrag beliebig kleine Werte 
annimmt. 

Wir beweisen zunächst, daß auch die Gleichungen (34.) nur Lösungen 
mit begrenztem absoluten Betrag besitzen. Es mögen 

m u (0, ^(^...MnCOi 

?/ 21 (/), w»(0i — w 2«(0i 



w«i(0i w^COi — M -(0 

unabhängige Lösungen der Gleichungen (33.) sein und aj, a 2 , ... <£ ein 
spezielles Phasensystem bezeichnen. Man kann die Konstante r so wählen, 
daß erstens 

W11C + O1 w «(' + *)i ...n lw (^ + r), 

?/ 21 (* + 7), W 2 2^ + T),...?/ ?n (f+T), 



*'*! (' + *), ^2(^+T),...?/ nn (^+T) 

Lösungen der Gleichungen (34.) für a\, <? 2 , ... a' m beliebig nahe liegende 
Phasen sind, und daß zweitens 



den festen Zahlen 

a n , a 12 , ... #i w , 

^2M ^22» ••• a 2n) 



"«1? ^w2i ••• ß ww 
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beliebig nahe liegen. Dies erkennt man mit Berücksichtigung des Um- 
standes, daß die Gleichungen (33.) nur Lösungen mit begrenztem absoluten 
Betrag besitzen. Wir nehmen a a , a ni ...a im (t= 1, 2, ... n) als Anfangswerte 
von n Lösungen für t = der für die Phasen o[, o 2 , ... o' m gebildeten 
Gleichungen (34.). Aus dem unmittelbar vorher gesagten folgt, daß alle diese 
Lösungen beschränkte absolute Beträge haben. Ferner wollen wir zeigen, 
daß die gefundenen n Lösungen von einander unabhängig sind. Zu diesem 
Zweck bemerken wir, daß 



(35.) 



«ii (0 t*i»(0 ...wi.(0 

«2.(0 Km(Q— W *.(0 



/*(»ll + «»+••• + »«■)<« 



= «" 



.c 



«11 


«12 


... 


«in 


«21 


«22 


. • • 


«2* 


• 


• • 




• " • 


«nl 


«»2 


• • • 


««» 



gilt, wobei die Konstante c nicht verschwindet. Wie aus dem vorher- 
gehenden ersichtlich, kann t sich in der Weise ändern, daß die links 
stehende Determinante nach 



(36.) 



strebt. Die rechte Seite von (35.) ist gemäß der Voraussetzung absolut 
stets größer als eine positive Konstante. Also ist die Determinante (36.) 
von Null verschieden. Damit ist der Beweis der Unabhängigkeit erbracht 
und wir sind jetzt in der Tat zu der Behauptung berechtigt, daß auch die 
Gleichungen (34.) nur Lösungen mit begrenztem absoluten Betrag besitzen. 
Um nun unseren Satz zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, 
daß die Gleichungen (34.) bei gewissen Phasen s u s 2 ,...s m eine nicht triviale 
Lösung &,& !•••£?» besitzen, deren absoluter Betrag beliebig kleine Werte 
annimmt. Wir wählen außerdem w — 1 Lösungen u l1 u 2 ^..u ny t» lf v 2| ... v., 
...w n w. i? ... w H von der Beschaffenheit, daß 

BS £ 

*H i>2? ••• ±n 1 



'11 r 2» 



.. v m 



w u w 2 ,...w n 
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von einander unabhängig sind. Dann haben wir 
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ll 


!,.. 


. 1» 


«l 


u 2 .. 


• «, 


"l 


t«, .. 


• v. 



/' [9n (',«)+- - + 9„„ (',«)] dt 



= e u 



, I6?i lü 2 ... «'„1 

wobei c eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. Nach dem, was 
wir in Nummer 7 des III. Kapitels über die Integrale im weiteren Sinne 
periodischer Funktionen gesagt haben, ist klar, daß 



f[qn(t,s) + - + q nn (t,s)]dt 



für alle t zwischen endlichen Grenzen bleibt. Somit ist der absolute Wert 
der links stehenden Determinante immer größer als eine gewisse positive Zahl. 
Der absolute Betrag aller Losungen u Xl t^, ... u ny v n v 2l ... v n , .. . w x , w 21 ... w n 
ist, wie wir wissen, begrenzt. Würde also der absolute Betrag der Lösung 
$u &> • •• f» beliebig kleine Werte annehmen, so würde auch der Absolutwert 
der links stehenden Determinante beliebig kleine Werte annehmen. Dies ist, 
wie eben gezeigt wurde, unmöglich. Wir müssen daher unsere versuchsweise 
gemachte Annahme fallen lassen. Unser Satz ist daher bewiesen. 

27. Wir sind jetzt in der Lage, den noch nicht bewiesenen Rest der 
in den Nummern 1 und 2 aufgestellten Behauptungen zu erledigen. Es 
möge die Gleichung 

[(37.) 



S + *./'(0 = <K0 



dt 

vorliegen, wobei f(j) und (p(t) für alle t definierte im weiteren Sinne mit 
den Perioden a M « 2 , ... a m periodische Funktionen bedeuten. Wir machen 
die Voraussetzung, daß alle Lösungen der gegebenen Gleichung zwischen end- 
lichen Grenzen liegen. Dann liegt auch y- für jede Lösung zwischen end- 
lichen Grenzen. Ferner folgt aus der genannten Voraussetzung, daß auch 
für alle Lösungen der reduzierten Gleichung 



(38.) 



d'x 
df 



+ x.f(t) = 
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dx 



x und -tt zwischen endlichen Grenzen liegen. Wir bilden nun die Systeme 
(39.) 



2-o.»+--+o, 



dz 



j:- = -f(.0-y + o.z+cp«), 



dt 



sowie 



(40.) 



und 



\dy 
di~ 


■O.y + z, 


dz 

, dt ~ 


:-f(t).y + 0.z 


dy 

dt ~ 


■■O.tj + z, 


dz 
dt~ 


-■-at,a)y + 0.z 



(4L) 



Es sei x = u) eine Lösung von (37.). Dann stellt y = «>, z=z -j7 
eine Lösung von (39.) dar, deren Elemente zwischen endlichen Grenzen 
bleiben. Liegt andererseits eine Lösung von (40.) vor, so ist x = y eine 
Lösung von (38.); es liegen daher y und ^|, d. h. y und z zwischen end- 
lichen Grenzen. Nunmehr verwenden wir zunächst den in der vorigen 
Nummer bewieseneu Satz. Setzen wir q u = 0, q^ — l^ 521 = — /"(Oi 922 = 0, 
so sind die Bedingungen des genannten Satzes erfüllt; wir schließen dem- 
nach, daß das System (41.) für kein Phasensystem eine (nicht triviale) 
Lösung besitzt, deren absoluter Betrag beliebig kleine Werte annimmt. 

Weiter gelangt der in Nummer 20 formulierte Satz zur Anwendung. 
Die Rolle des Systems (28.) spielt dabei jetzt das System (39.). Der ge- 
nannte Satz lehrt, daß die Gleichungen (39.) eine Lösung besitzen, deren 
Elemente */, z im weiteren Sinne periodische Funktionen mit den Perioden 
« M « 2 , • ••«»» sind. Dann genügt x = y der Gleichung (37.). Die Gleichung 
(37.) besitzt daher eine Lösimg, für welche x. , ■ - ¥ ' im iveiteren Sinne 
periodische Funktionen mit den Perioden ff n er 2 , ... ff w sind. 

Damit haben wir sämtliche in den Nummern 1 und 2 aufgestellten 
Behauptungen erledigt. 

28. Es mag schließlich noch folgende Bemerkung Platz finden. 
Bedeuten in den Gleichungen 
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(42.) -^ = r il x 1 + r a x 2 + --- + r in x n 0=1, 2,... «) 

die r i)t für alle t definierte im engeren Sinne periodische stetige Funktionen mit 
derselben Periode, so können diese Gleichungen keim (nicht triviale) Lösung 
besitzen, deren absoluter Betrag nicht beliebig große, wohl abei % beliebig kleine 
Werte annimmt 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir ver- 
suchsweise an, die Gleichungen (42.) hätten eine (nicht triviale) Lösung 

#! = &, # 2 = | 2 , ...#„ = £„, für welche VlJ + ^H h£* nicht beliebig große, 

wohl aber beliebig kleine Werte annimmt. Auf Grund der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen mit im engeren Sinne periodischen Koeffi- 
zienten erkennen wir dann, daß £,,&,...!„ im weiteren Sinne periodische 
Funktionen sind. Weiter schließen wir aus der versuchsweise eingeführten 
Annahme, daß man beliebig große J-Intervalle angeben kann, in welchen 

VSi + Sl-i V St beliebig kleine Werte annimmt. Man kann daher auch 

beliebig große ^-Intervalle angeben, in welchen die Schwankung der Funk- 
tionen £1, ft...!,, beliebig klein ist. Da die l^fe* •••£» * m weiteren Sinne 
periodische Funktionen sind, so folgt aus dem gesagten auf Grund eines 
von uns in Nummer 5 (gegen Ende) bewiesenen Satzes, daß die £ n &,•.•£* 
sämtlich gleich sind. Dies ist aber unmöglich, da x x = f, , x* = f 2 , . .. x n = £„ 
eine nicht triviale Lösung darstellt. 
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Etliche Jahre vor seinem Heimgange hat Schurz begonnen, die Odyssee seines 
Lebens zu schreiben, und er hat diese Aufgabe am Schlüsse seiner Tage 
beinahe vollendet. 

Der erste vorliegende Band, in seiner ersten Fassung deutsch niederge- 
schrieben und von Schurz selbst wenige Tage vor seinem Tode zum Druck gegeben, 
umfaßt die Geschichte und Entwicklung des Dorfschullehrerkindes aus Liblar, das 
in den Strudel des politischen Sturmes und Dranges der Märzjahre gerät und, 
als es daraus hervortaucht, ohne Heimat war. Er schildert uns die Freuden und 
Entsagungen eines geistig äußerst regsamen Knaben, der sich aus ökonomischer 
Enge zu Bildung und geistiger Freiheit hindurchringt, um sich dann als Student 
kopfüber in die Bewegung des Jahres 1848 zu werfen. Er erzählt uns, wie ihm 
sein Lehrer Kinkel zum Freund und Kampfgenossen wurde, vom mißglückten 
Siegburger Zeughaussturme. Wie er in der Festung Eastatt eingeschlossen war 
und sich in abenteuerlicher Flucht durch einen Abzugskanal aus ihr befreite, wie 
er dann, selbst von Häschern gesucht, den phantastischen Plan faßte und aus- 
führte, Kinkel aus dem Spandauer Zuchthause zu befreien. 

Durch diese Tat als Dreiundzwanzigjähriger zum Helden einer europäischen 
Legende geworden, die für den minder Gefestigten zum inneren Schiffbruch 
geworden wäre, beschloß Carl Schurz, sein Glück in Amerika zu versuchen, und 
hatte soviel Vertrauen in seinen Stern, daß er auch gleich ein junges Weib mit 
sich hinübernahm. Hier schließt der erste Band, dem ein zweiter, im Manuskript 
vollendeter, bald folgen soll. 
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Lebenserinnerungen, nicht eine eigentliche am Faden der Zeit und der Persön- 
i lichkeit aufgereihte Darstellung des eigenen Lebens. Ein Buch biographischer 
Bhapsodien, geschöpft aus der erlebten und erlittenen Stofffülle eines an Freund- 
schaft und Menschennähe unvergleichlich reichen Lebens. Ein Band menschlicher 
und kulturhistorischer Dokumente erster Ordnung. 
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